




Digitized by Google 



PARTE GEOMETRICA 


2$OUl<)oil 


TOMO QUINTO 


r sfti *5^5*4 

p 'bW • 


• •» 

♦ 


1 • *€ORSO ELEMENTARE 


xry ri 

• .Vi 


: * «i %> 


•:• MAT 1 MAWKDIH 1 E 



INTRODUZIONE. 




Fs«ij * * ■ . ‘^XTjp 


NAPOLI 

- • 

PRESSO BOREL E COMP. 


1827. i 

* ' 

.* a 4 

J? R-ll. ? '.J^FS 

• Jhr^y ,^ vt r', v ’ V ^ 

** 

. * *• 

. * 7 »..' - ’ 



PREFAZIONE 



L/A traduzione della Geometria analitica delsig. 
Bourdon, che forma questo V. volume, che non 
abbisogna di encomii, giustifica la scelta in pre- 
venzione da noi fatta della Geometria elementa- 
re del Professor Giamboni per 2 ° volume del 
joostro Corso. 

Infatti , se in allora adottata si fosse una qua- 
lunque Geometria sintetica, saremmo adesso 
nella necessità di avvicinarla alla continuazione 
che- siamo per darle: intrapresa che lascierebbe 
sempre vedere 1’ unione di parti che mal si ac- 
cordano. 

Ha, egli è vero, la Geometria i suoi proprii 
principj , ove 1’ Algebra non trova luogo. Ma il 
Prof. Giamboni h premette e ne rispetta l’indi- 
spensabilità. 

• Sarebbe però stato contrario allo scopo di da- 
re un Corso di Matematiche, piuttosto che quel- 
lo di una semplice Geometria , lo staccare que- 
sto ramo dal tronco per darle un’esistenza limi- 
tala , c non procurare invece che l’influsso del». 
P Algebra lo rendesse capace di que’ frutti che 
è al caso di produrre finché si unisce alla pianta 
che le dà vita. 


I 


7 


1 






> »• 




« ' * 


-La Geometria elementare di viene così una di- 
ramazione dell’Algebra , e la Geometria anali- 
tica altro non si rende che un’ ulteriore svi lup- 
po della diramazione medesima. 

Non è infatti vero che le nozioni più elemen- 
tari di Geometria, quali sono, a cagion di esem- 
pio, quelle del triangolo rettangolo, conducono 
alla equazione del cerchio, e che questa analiz- 
zata e costrutta , coma fassi dall’Autore da noi 
prescelto (tom. 2. 0 pag. 6 y.ec.) fanno presenti- 
re il passaggio alla così detta Geometria a due 
coordinate che forma parte del volume attuale? 

Si supponga che con Euclide (1), o con altri 
seguaci del di lui metodo, conchiuse si fossero 
le verità medesime; qual relazione allora fra 

a ueste e la Geometria di posizione ? Gonvien 
irlo : le parti non debbono distinguersi le une 
dalle altre nella formazione di un lutto per dif- 
ferenza di metodo , ma p er diversità di mal erie. 

Ne qui s’ intenda da taluno che vogliam noi 
affidare all’oracolo del calcolo la nostra persua- 
sione. Sarebbe questo, il più delle volte, un ri- 
nunziare al carattere distintivo delle Matemati- 
che qual si è l’evidenza. Il calcolo ha i suoi prin- 
cipi 1 e questi evidenti. Siffatti principii perù , 
applicati che vengano a talune questioni, se ri- 
tengono la certezza , perdono 1 però nelle loro 
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• (1) « Euclide y invece d' incominciare dalle cose più sem- 

pVioi e più generali per passare alle più composic e più par- 
ticolari come è riciiiesto dall'oidine, confonde lutto , trat- 
tando promiscuamente le linee e le superfici , i triangoli ed 
i quadrati* e provando con le figure le proprielk delle fiùee ». 
( Nicole. Arie di pensare parte IV , cap. IX. ) 
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combinazioni la primitiva evidenza. Quindi , 
a Conservargli una siffatta prerogativa , si ren- 
de necessario il ragionare acconciamente ad o- 
gni passo che fassi nell’ usare di siffatti prin- 
cipi a .d oggetto che ogni conseguenza si manten- 
ga evidente al pari dei principi che la produco- 
no : nel che , propriamente parlando , consiste 
ciò che dicesi metafisica del calcolo . 

Se le diverse parti del nostro Corso formino 
quel tutto continuato che non si sarebbe potuto 
ottenere con altra scelta} se la Geometria sinte- 
tica nulla abbia perduto della sua evidenza sot- 
to il dominio di un calcolo regolalo dalla meta - 
fisica y sarà di chi legge il deciderle. 
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V MATEMATICHE. 


v - GEOMETRIA ANALITICA 



Dei punii : , della linea retta e del cerchio. 

• ■ v . * 

i .. J metodi geometrici giù esposti' nel a 0 e nel 
3 ° tomo , per sottoporre ai calcoli, e algebrici c 
aritmetici tanto gli angoli che le rette , hanno avu- 
to in vista , generalmente parlando , la risoluzione,,, 
delle equazioni determinate y che non ammettono 
per 1’ incognita che un certo numero di valori. 

Ma la risoluzione della equazione y 1 = fl * — 

(t° 2° p. 67), dipendente da due variabili, indetermi- 
nate y ed x , ci ha dato luogo a fissare quella in- 
iinità di ponti che rappresentano la curva circola- 
re, c ci ha abilitati fino da adora ad interpretare, 
coll’ ajuto dell’ Algebra > i valori geometrici delle 
incognite nelle equazioni indeterminate alle quali 
possiamo esser condotti dai quesiti geometrici yiguar- 
dali nella loro generalità , e capaci di un’ infinità 
di risoluzioni.. 

Se qui richiameremo quanto si trova esposto nel 
citato t° 2° p. 67 , . . . ove dopò che dal cer- 
chio dato si dedusse lu sua equazione — x'\ e 
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viceversa per mezzo di questa potè da noi rintrac- > 
darsi la corrispondente curva circolare , potremo 
scorgere fin da adesso che il metodo che costitui- 
sce la GEOMETRIA INDETERMINATA conosciu- 
ta sotto il nome di analisi di Cartesio ( Filosofo 
illustre che ne presentò 1’ idea primitiva ) consiste 
nell’ esprimere con le equazioni la posizione rispet- 
tiva dei punti e delle linee rette o curve costi- 
tuenti la figura di un quesito proposto , e poi nel 
combinare queste equazioni in modo da soddisfa- 
re allo scopo indicato dalla enunciazione delquesito. 

Lo sviluppo dei principi di questo metodo costi- 
tuisce la Geometria analitica come vien riguardala 
al presente. Questa si divide in due parti distinte: 
Geometria analitica a due dimensioni , e Geome- 
tria analitica a tre dimensioni, secondochè gli og- 
getti, che si prendono a considerare, o sono situati 
nel medesimo piano , ovvero in un modo qualunque 
nello spazio. 

In questo capitolo non si tratterà che ; dei punti,, 
delle linee rette e dei ce veli j posti sopra un mede- 
simo piano. 

v- " 

PRINCIPI GENERALI. . 

• ) * 

§. i. Maniera di fissare la posizione di un punto 
sopra di un piano. 

»**'•' . ' * • * • 

a. Per poco che si rifletta sulla natura di un 
problema di Geometria , si scorge che la maggior 
parte di essi si raggira, in ultima analisi , nel rin- 
tracciare la distanza di uno o di più punti incogni- 
ti da altri punti noti o da rette di posizione già 
determinata. 

Se dunque potremo con qualche mezzo fissare ana- 
liticamente la posizione di un punto rapporto ad * 
altri punti o a linee di posizione cognita , saremo 
al caso di risolvere questa sorte di quesiti geomcti iti. 
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3. Siano due rette normali fra loro ÀX , AY 
( fig. i), di posizione data, sopra un piano, e sia 
M un qualunque punto , la di cui posizione sopra 
di questo piano debba determinarsi. 

Dalle normali MP , MQ , calate da un tal pun- 
to' M , verrà questo fissato qualora si conoscano le 
lunghezze degli altri due lati contigui AP, AQ del 
rettangolo APMQ ; poiché questi lati AP , AQ 
esprimono le distanze del punto M dalle due lince 
fisse AX ed AY. Dunque se da queste rispettive 
distanze si condurranno le PM e QM parallele al- 
le rette AY ed AX , il punto d’ intersecazione di 
queste due parallele sarà il pnnto richiesto. 

Alle due rette fisse AX ed AY si è dato , per 
convenzione , il nome di Assi. 

La distanza AP o QM del punto M dall’asse AY 
si denomina 1’ ascissa di questo punto, e s’indica 
algebricamente con x. E la distanza AQ o PM del- 
lo stesso punto M dall’ asse AX è 1’ ordinata di 
questo punto , e si esprime con r. 

A queste due distanze si dà il nome di coordi- 
nate di questo punto. 

Per distinguere i due assi l’uno dall’altro, si 
denomina asse dèlie ascisse o delle x la linea AX 
sulla quale si valutano le ascisse ; mentre si dà il 
titolo di asse delle ordinate o delle jr alla retta AY 
sulla quale si valutano le ordinate. 

Finalmente il punto A dicesi 1’ origine delle co- 
ordinale , pèrche si parte- da un tal punto per va- 
lutare queste distanze. * ' 

4- Equazioni di un pnnto. Il carattere di qua- 
lunque punto, situato sull’asse delle y , è l’equa- 
zione x—o , perchè appunto da questa si esprime 
la nullità della distanza fra il punto e l’asse delle y. 

Cosi, il carattere di qualunque punto, situato sul- 
1’ asse delle x , è 1’ equazione y=o. 

Dunque , il sistema ili due equazioni 


a— u 
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caratterizza il punto d' origine A delle coordinate , 
perchè tali equazioni non hanno luogo simultanea- 
mente che per questo punto. 

In generale , la coesistenza delle due equazioni 

•*— T=b .. ’ ; • ... 

caratterizza un punto posto nella distanza a ilal^as- 
sc delle y , e nella distanza b dall’ asse delle .r: 
Infatti, la prima appartiene a tutti i punti di una 
parallela ad AY, condotta da una distanza AP=a; 
c la seconda , a tutti i punti di una parallela ad 
AX condotta da una distanza A Qpzb. . Dunque il 
sistema delle due equazioni appartiene al putito d 'in- 
tersecazione M , e non appartiene che ad esso. Que- 
ste due equazioni ne sono , per dir così , l’ espres- 
sione analitica. 

iùl è per questa ragione* che si chiamano «qua- 
zioniHel punto. . ■: ■ ■■. • ■ 

5 . Osservazione, Oltre al valore aritmetico delle 
due distanze a c b del punto dai due assi , deve 
ancora aversi riguardo ai loro segni dipendenti dal- 
la posizione che ha il punto nel piano degli assi ÀX 
ed AY. Poiché , dai principi stabiliti (t° 2° p. 67, 
e t° 3 ° J 5 q ) , qualora si convenga' di riguardare 
come positive le distanze valutate sopra AX a de- 
stra del punto A ( fig. 1 ) , come sarebbe A}? , de- 
vono riguardarsi come negative quelle an, sinistra , 
come AP'. Così se abbiansi per positive lc'AQ va- 
lutate sulla retta AY superiormente al punto A , 
dovranno riguardarsi come negative le distanze sot- 
to un tal punto. ' . $• 

Questo principio riguardante le distanze di un 
puuto fìsso dai punti situali e da una parte e dal- 
1’ altra di una retta , ha luogo egualmente per le 
distanze dei punti dalle rette fìsse, come si osser- 
vò nel 1° 2 0 p. 67 , e nel t° 3 ° parlando dei valo- 
ri correlativi delle linee trigonometriche. 

Posto ciò, se daremo alle quantità a e b i segui 


Digitized by Google 


1 ( 


damali possono essere affette , avremo i quattro 
sistemi di equaiioni 

x-+b I *=-« I *=+« 1 *=-J 

■ I J=+ b I r=- k 1 r=- b ■ . 

*. omlteri.*». h ^ ( S'* e r’ r. 
te inferenti del punto, cioè M , M , » 

“ h lo^AX 

PM=3 dall* asse delle X : % 

a ° Che il punto espresso da x-~o , » 

(5 4. ) .ito» AY alla a, stana. AM=a 

'f,° Che il punto carallemzato da 
è poeto sopra r asse AX. a s.nistra ds A nell. d. 

^Fm^Sgll asai si sono supposti f*?#? 
Uri fallo , P««l.i r S “ P0S “”° C ' *“ 

t^ e dc>”.Tt'i 1, di cui risoluzione 
-il Ch7si ritardino gU assi sotto un qualunque 

fili In gufato caso fe «ordi.atc non »no fm 

perpendicolari agli assi ma parallele , cioè le 
E AP o QM , AQ o PM si valutano ( «g- u ) 

« &TS & aegli assi. re ».n f lari 

ponendoci (li rinvenire f«W«« '"1 Uno ■ 

M; ed x" , j"' le coordinate di un secondo pu 
M' cosicbè si abbiano. . • ; 


jr=x 

J~Y 


ed 


atec' 

J=f 


•:> . 
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per le equazioni <li questi punti che si suppongono 
di posizione cognita. 

Debba esprimersi la distanza MM' (fig. 5), che 
chiameremo D , in funzione delle coordinate note 
x ' , / ; x " y". 

,Per tale oggetto , caliamo da questi due punti 
le ordinate MP , M'P' , e conduciamo M'R paral- 
lela ad AX. 

11 triangolo rettangolo MEM' ci dà 

MM' a =TlT+Mir. .. 

Ma MR=MP— RP=/— , 

M'R=P'Pì=j:' — x",- Dunque 

MM' 2 o D a = ( y'—y" )'+(*'— x")\ e perciò 

d=v +{*'-*" n 

Questa formola* generale include anche i.lcaso in 
cui i due punti fossero situali in senso contrario 
riguardo ad uno degli assi , bastando introdurvi i 
cangiamenti di segno corrispondenti ai cangiamenti 
di posizione. 

Così , per esempio , per ottenere la distanza di 
due punti , uno de’ quali , M , è situato nell’ an- 
golo YAX , e 1’ altro , M' , si tcpva nell' angolo 
YAX' ( fig. G ) , conviene cambiare il segno di x“ 
per avere 

D=y [ ( y-y ) - + ( x'+x" ) » ] j 

poiché la nuovd figura ci dà MM' a =MR Q -f- M'R a ; 
MR = /— y" , M'R =; AP+AP' = ar'+x". Dun- 
que b=y [ (/— y • ) a -f ( x'+x" ) » j. 




uno dei due punti dati , per es. M' , fosse 
ine delle coordinate , essendo allora x"z=o cd 


Se 

l’ origine 
y"=-o , la formola diviene 
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T)=ijr (y* + *»» ). 

Infatti il triangolo AMP ( fig. 6 ) ci dà 
ÀM’=MP a + AP a . 

8. L’ obliquità degli assi fa diversificare la for- 
inola. infatti , dal triangolo obliquangolo ( fig. 7 ) 
MM'R risultando , per la formola trigonometrica 
( t° 3° § t3o), 

t 

MWf' a ==MR*+ M 7 ^’— - aMRxM'R. cos MRM' ; 

averidosi anche qui MR=:^' — -jr" , M'Rtsx' — x" y 
ed osservando che cos MftM'= — cos MRK= — cos (3 
( indicando con fi 1' angolo formato dai due assi , 
cui è eguale P angolo MRK ) j avremo 

D *=(j'—jr"y-^-(xi — x "*-{-*{y' — y") (*' — *'') cos fi. 

ondeDssyf^y'*— y")( x '— x'')cosfi]. 

Da questo valore di D, molto più complicato del 
precedente , rilevasi la necessità di supporre gli assi 
rettangolari quando debba eutrare nei calcoli la di- 
stanza fra due punti dati , e sia altronde arbitraria 
la scelta degli assi. 

§ a. Maniera di fissare analiticamente la posizione 
‘ di una retta. 

o. In un piano venga situata ad arbitrio una retta 
indefinita L'BL. In questo piano prendiamo due assi 
rettangolari o obliqui AX , AY ( fig. 8 e 9 ) rap- 
porto ai quali sia situata la retta comunque. 

Da diversi de’ suoi punti come M, ..... 

guidiamo 1$ ordinate MP , M'P' , M"P" e 
per il punto B , ove la retta incontra P asse delle 
jr , guidiamo BH parallela ad AX. 

Ciò effettuato , dai triangoli simili BQM, BQ'M', 
BQ''M", . . . , avremo una serie di rapporti eguali. 



>4 


MQ M'Q'_M"Q" 

BQ" _ BQ r_ ^Q 7r 


ovvero , 


MP— AB _M'P'— AB _M"P" — AB 
AP “ AP 7 “ AP 77 : 


dai quali rilevasi clic la differenza fra l’ordinata 
di un qualunque punto della retta e l’ ordinata 
che passa per l’ origine sta all’ascissa del punto 
corrispondente in un rapporto costante. 

E perciò , rappresentando con x ed r le coordi- 
nate di un punto preso ad arbitrio sulla retta , con 
b la distanza AB ( chiamata ordinata all’origine ), 
.e con a il rapporto costante ora fissato ; avremo 



cioè jrz=ax+b . . 



per relazione che competerà a tutti ì punti della 
retta L'BL, ad esclusione di qualunque altro punto. 
Infatti, da un punto N preso sopra o sotto questa 
retta avendosi l’ordinata NP maggiore o minore dei- 
P ordinata MP corrispondente alla stessa ascissa , 
ed il punto M dandoci , per ipotesi , 


MP = a.AP + b , 

ne sieguc che NP , maggiore o minore di MP, debba 
essere maggiore o minore di n.AP-H»; e che per- 
ciò dalle coordinate di questo punto N si abbia * 

j ^ ax-\-b. 

Si vede dunque che la relazione (i) caratterizza 
tutti i punti della retta , ossia ne è la rappresen- 
tanza analitica. Infatti con questa equazione (i) 
potremo rinvenire i differenti punti della retta dan- 
dp ad x una serie di valori , ossia portando le ascisse 
da A in P , P', P", c poi , guidan- 

do per i punti P, P', P", .... tante parallele 
ad AY , basterà prendere sopra queste parallele le 
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parti PM , P'M', P"M", . . . , eguali ai rispet- 

tivi valori ili y dipendenti dalla equazione (i) da 
cui risultano ; e con ciò avremo un sistema di punti 
M , M'. M" , clic sono quelli della nostra retta. 

Di qui è clie la relazione (i) vien chiamata equa- 
zione nella retta L'BL. 

Le quantità x ed y , che esprimono le coordinate 
dei digerenti punti della retta, sono le variabili ; 
e le quantità a e b , che non cangiano per una 
stessa retta , si chiamano le costanti di questa equa- 
zione. 

io. Il rapporto a è suscettibile di due significati 
«liversi , secondo che gli. assi sono rettangolari o 
obliqui, 

i .° Se gli assi sono rettangolari , il triangolo ret- 
tangolo MBQ ( fig. 8 ) ci dà ( t° 3 ° § ia 5 ) 

MQ taDg MBQ 


BQ 


■ o 


chiamando a P ang MBQ = ang LCX , e suppo- 
nendo , per maggior semplicità, il raggio ideile ta- 
vole = i , ne risulta 

a = tang a. 

cosichò , il rapporto costante a è eguale alla tan- 
gente trigonometrica dell’angolo formalo dalla retta 
con l’ asse delle x. 

2. 0 Quando gli assi siano obliqui, avremo, dal 
fissalo principio ( t° 3 ° $ 129 ) relativo ai triangoli 
obliquangoli ( fig. 9 ) < 

MQ sen MBQ _sen MBQ 

BQ ° a== sen BMQ = sen LBY ’ ' 

ovvero , indicando con (i 1 * ang. YAX , cosichò 
LBY=( 3 _«, . r . ! ’ 


sen a 


a= 


sen (|J— a) * 


.1 


iG 

c perciò , in questo caso , il rapporto costante è 
eguale a quello dei seni dei due angoli che for- 
imi la retta con gli assi delle x e delle j. 

Quest’ ultimo valore si riduce al precedente , 
quando si supponga p = ioo°; poiché abbiamo 

sen « sen a 

- -= — tane a. 

sen (100 — x) cos a 

Discussione della equazione . 

i j —ax-\-b 

1 1. Supporremo qui gli assi ad angolo retto, per- 
chè è il caso più comune. 

Le costanti a e b benché siano fìsse c determina- 
te per tutti i punti di una stessa retta , possono tut- 
tavia , attesa la loro natura , passare per tutti i sta- 
ti di grandezza tanto positivi che negativi , poiché 
la prima è una tangente trigonometrica, e la secon- 
da esprime la distanza dal punto fisso A ad un pun- 
to situato sulla linea AY. Questi diversi stati di 

f grandezza dipendono dalla posizione che può. a vere 
a ietta data rapporto agli assi. Esaminiamo queste 
circostanze diverse. 

la. Primieramente consideriamo il caso in cui 
la retta passi per 1 ‘ origine. 

In questo caso , in cui b=o (fig. io) , 1 ’ equa- 
zione divenendo 

y—ax , cd — =a , 

ci dimostra che V ordinata di un qualunque punto 
della retta sta alla sua ascissa in un rapporto co- 
stante. ' 

Questa proprietà caratterizza tutte le rette che 
passano per l’ origine ; poiché , questo punto tro- 
vandosi sopra ciascuna di esse , le sue coordinate 
( x =o, y—o ) devono verificare la loro equazione; 
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erciò appunto si richiede la mancanza del ter- 
indipendente da x ed y iu questa equa- 

si ora la retta attorno all* origine per ve- 
dere cosa divenga per questo movimento la a. 

Da principio, se la retta giace sopra AX, l’an- 
golo x è nullo , ed abbiamo taug x o a—o , ciò 
che riduce 1’ equazione ad j 1 — o , che è appunto 
quella dell’ asse delle x ( 4 )• 

Finche la retta , girando sopra l’asse delle x , 
sarà situata nell’ angolo YAX , 1’ angolo x sarà mi- 
nore di ioo° , e la tang x o a sarà positiva , 
ma aumenterà sempre più. È poi evidente , dall’e- 
quazione jr—ax , che alle ascisse positive AP , o 
negative AP' , corrisponderanno le ordinate MP , 
M'P' con segni corrispondenti alle ascisse. Quando 
poi la retta giungerà à confondersi con AY , dan- 


ed — — o 
a 


doei allora « = ioo° , ne risulterà ano o 
e potremo concludere clys l’ equazione , capace della 


forma x = ~. r, si riduce ad x=o , che è in realtà 
a J 

1’ equazione dell’ asse delle jr (§. 4). 

Supponiamo adesso che Vada la retta a situarsi 
nelL’ interno dell’angolo YAX', come la L"AL"'; 
l’angolo x c ottuso, e perciò la tang x o n di- 
vieti negativa , c diminuisce aritmeticamente di più 
in più a misura che si avvicina la retta ad AX.' ; 
c, col porre in evidenza il segno di a, abbiamo per 
P equazione della retta L"^L'" •• 

j=—ax ; 

dalla quale si vede che alle ascisse positive AP'' 
corrispondono le ordinate negative P'"M'" ; ed al- 
le ascisse negative AP" corrispondono le ordinate 
positive P"M"; risultato concorde con la ligura. 

T. V. a , s. • 

* ' t', ; > 


i,. 
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•c 
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N. B- Quando gli assi sono obliqui , il cangia- 
mento di segno di a corrisponde al caso in cui l’an- 
golo a o I/AX (fig. il) diviene maggiore dell’ 
angolo (3 dei due assi. Infatti , nella espressione 

a== — - Cn — — f il denominatore sen (/ 3 — *) , quan- 

sen (( 3 -r-a) 

do a>/3 , si cangia in — sen («— 5 ) , e si trova 
‘ sen * 

y=> -.oc. 

J (sen P — a) 

Ripreso il nostro soggetto per seguire la retta 
(fig. io) che, continuando il suo giro, va a gia- 
cere sopra AX*, vedremo che la tang » torna ad 
esser nulla, c che l’equazione si riduce ad y=io , 
o all’ equazione dell’ asse delle JC. 

Passando la retta ncll’angoloX’AY', ci dà o0>aoo , 
ma < 3 oo° ; dunque (_ i° 3 ° §. 91) la tang % o a 
c positiva , e 1’ equazione torna ad essere yzx-ax. 
Infatti , essendo prolungata la retta sotto 1 asse del- 
le x , riprende le posizioni prese da principio nel- 
V angolo YAX. 

Finalmente , quando la retta passa nell angolo 
Y'AX , nel qual caso è <x> 3 oo° , ma < 4 oo° , la 
tangente * o a ritorna negativa , e si riproduce 
1’ equazione y= — ax. 

i 3 . Consideriamo , in secondo luogo , il caso, in 
cui la retta passa per un punto B (fig. 12) dell as- 
se delle y situato sopra V origine. 

In questo caso , l’ ordinata all origine , o b , e 
positiva , c si ha 1’ equazione , y=ax+l>. 

Ala se la b è essenzialmente positiva , non può 
dirsi lo stesso di a. Perchè dal concepire, che a 
retta giri attorno al punto B , e, che perciò neces- 
sariamente passi per le posizioni parallele a tutto 
quelle clic già prese aveva attorno all’origine, no 
siegue clic a sarà positiva o negativa nelle stesso 
circostanze. Cosichè 1 ’ equazione y — a x + 0 con- 
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viene a tutte le rette come LBL' che formano con 
Tasse delle x un'angolo minore di ioo° o maggiore 
di aoo° , ma minore di 3 oo° ; e T equazione r= — 
ax-\-b conviene a tutte le rette, come L''BL' che 
formano con T asse delle X un’ angolo maggiore di 
ioo° e minore di aoo° , o maggiore di 3 oo° ma mi- 
nore di 4oo°. 

In terzo luogo ; quando la retta viene assogget- 
tata a passare per un punto B' situato sotto l' ori- 
gine , allora b è negativa , e l'equazione diviene 

yz=+cix — b per tutte le rette come L'B'L 


cd y= — ax — b per tutte le rette come L"B'L'". 

1 4. Esaminiamo , come casi particolari , quelli 
in cui la retta diviene parallela a ciascuno dei due 
assi. 

r.° Quando la retta c parallela all’asse delle x t 
abbiamo evidentemente taug », o a—o ì e b è po- 
sitiva o negativa , cosicliè T equazione si riduce a 

J=±b , 


risultato concorde a quanto si c detto (4). 

3. 0 Se la retta è parallela all' asse delle y , la 
taug a dev' essere infinita e della forma 00 . Deve 
qui dirsi lo stesso di b , che esprime la distanza , 
dall’ origine fino al punto ove la retta incontra l’as- 
se delle y , distanza clic diviene necessariamente 
maggiore di qualunque quantità data nel caso di 
cui si tratta. 

Queste due condizioni introdotte nella y=ax~i~ b 

1 6 

cui può darsi la forma x ~~y — “» 


la riducono ad x — — 

00 

Per interpretare questo risultato , osserviamo che, 
per ottenere la retta in tutte le possibili situazioni 
rapporto agli assi , abbiamo supposto ( § i 3 ) clic 


20 

essa giri attorno al punto B , riguardato , come 
fisso. In questa ipotesi, b ha un valore finito e de- 
terminato , ed è impossibile di dedurne il caso in 
eui la retta divenga parallela ad AY. 

(Si trova soltanto, nella supposizione di a— co , 
,x~o V e '°‘ ; 1* equazione dell’ asse delle jr ). Se si 
vuò ottenere il caso particolara di cui si tratta , 
' convien cambiare il centro di movimento della ret- 
ta e prendere , per esempio , il punto C , ove la 
retta incontra 1* asse delle x. Allora rappresentan- 
do con c la distanza AG , abbiamo evidentemente 

, _ „„ - M . AB b 

( t° 3° § ia5 ) ^= ta »g *» 0 ~— a ; 

onde c~— , e 1’ equazione diviene 



c. 


Se adesso supporremo ebe la retta, girando intor- 
no al punto C , divenga parallela ad AY , la tang 
et o n diverrà infinita , c c non varierà. 

Dunque l’equazione , elicasi riduce ad zr= — c, 
esprime in realtà (§ 4) Ul1a parallela all’asse delle jr. 

il segno di — c dipende dalla posizione del puu- 
to G rapporto all’origine A; punto clic può essere 
in C n C\ 


L’espressione di c , o — , offre l’esempio di una 

<i 

f'^zi ine clic. resta costante , benché i suoi due ter- 
mini divengano ////miti; e ci fà conoscere ctpv-una^ja- 

rione — (clic si riduce a—, quando si supponga 

4 /z“o , bzzo) acquisti in pórti casi un valore fini- 
o e determinalo. ( t° i° pag. 311 , ■ • . ) 

. . 
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i 5 . Osserveremo di passaggio che la relazione 

«= — , introdotta nella equazione y=ax+b , la ri- 
0 

duce alla forma x+b, onde cy — bx—bc , equa- 
c 

zione che contiene come costanti le distanze dal- 
r origine A ai punti ove la retta incontra gli assi. 

Facendosi x=o , si trova y=b ; e queste sono 
le coordinate del punto 8 , ove la retta incontra 
1* asse delle y. 

Dal fare jr=o % si ottiene x— — c, e sono queste 
le coordinate del punto C ove la stessa retta incon- 
tra 1’ asse delle x. 

Si rende utile qualche volta Fuso della equazione 
della retta sotto questa forma , attesa 1* omogeneità 
de’ suoi nini. 


Questa juazione si adda Ita anche ai casi in cui 
' ’ sono obliqui ; poiché il triangolo BÀC da 


16. Dalla precedente discussione risulta , che 
1’ equazione y=ax-\-b comprende implicitamente le 
cqu azioni della retta considerata, in tutto le .silUa-§ 
zioni clic può prendere rapporta agli assi; bastali- , 
do sostituire ad a c b i valori corrispondenti a que- 
ste situazioni diverse. 

Quesiti preliminari relativi alla linea retta. 

17. Ogni qual volta sia data la posizione dì una 
retta da quella del punto B ove la retta incontra 
1* asse delle y , c dall’ angolo che essa forma con 
l’ asse delle x , le costanti a e b avranno un Va- 
lore determinato. Ma possono imporsi ad una retta 




sen BCA 
seu CBA 


o a=- 


.All b 
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altre condizioni , come quelle per esempio , di pas- 
sare per due punti presi ad arbitrio sopra un pia- 
no ; di passare per un punto dato in direzione pa- 
rallela o perpendicolare ad una retta di posizione 
già cognita ; di passare per un punto facendo con 
un* altra retta un angolo dato ; ec. 

In questi casi diversi a e b devono riguardarsi 
come costanti indeterminate i di cui valori dipen- 
dono dalle. «ondizioni imposte alla retta. 

La ricerca di questi valori dà origine ad una 
serie di quesiti che servono di base alla Geometria 
analitica. Sviluppiamoli successivamente. 

18. i.° QUESITO. Trovare l' equazione di una 
retta che debba passare per due punti dati sopra 
un piano. 

( Possono gli assi , in questo quesito , essere in- 
differentemente normali o obliqui ). 

Siano due punti M , M' ( fig. 5 e 7 ) fissati so- 
pra un piano dalle loro coordinate cognite x ' , J ' 
ed x" , y". 

L’ equazione cercata avrà la forma 


jrzstax-\-b . . . (1) , 

essendo ne# due costanti (incognite per un’istante) 
4 >jh I» fi usisi in funzioni di x ' , jr'\ x" , jr". 

Poiché «ialino dei due punti M ed M f si trova 
«dia rette, perciò le loro coordinate , sostituite ad 
Mt «d Bella equazione (1) , dovranno verificarla , 


e darci le due relazioni 


y' = ax' + b .... (a) 
y"=ax"+b .... ( 3 ). 


Da queste due equazioni , che non contengono 
clic due incognite a e b al primo grado , potremo 
luci intente dedurre i valori di a e b : 
t.° Sottraendo la ( 3 ) dalla (a) per avere 

j'—r"-a(x'—x") , cioè az/^-r, ; 
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a. 0 Portando questo valore di a nella (a) per tro- 
vare 

l i x'f'—fx" ... 

h ~ y ~x'~x" X ~ x'-x" ' • • • (4); 

3.° Sostituendo i valori di a c b nella (i) per 
ottenere 

r'— r" x'r"—r'x" ... 

••••«> 

per l’equazione richiesta. 

Altro metodo. Dalla equazione (i) si sottragga 
la (a) , e si otterrà 1’ equazione 

jr—y‘=a(x—x') 

che contiene ancora l’ incognita a ; ma sottraendo 
la (3) dalla (a) , si ottiene 

y—j"-a(x'--x") ì cioè a =^r~77’ 

Questo valore , sostituito ad a nell’ equazione pre- 
cedente , ci farà ottenere 


( x ~ x ‘ ) 

x — x 


- ' . ti 

equazione che , non racchiudendo ’ più che le va- 
riabili necessarie x ed y e le quantità x' , 
xU , y " , conviene ancora alla retta cercata, i 
L’ identità delle equazioni (4) e (5) può stabi- 
lirsi facilmente deducendo dalla (5) 

y' y" y> y" 

X=/+- 7 - ■ " ,, -x — y r '[ji-x ' , o , riducendo , 
x — -y x t 


jr'—r" . x'r" — y'x" 


x — x 


X — X 


Il secondo metodo , che è certo più semplice ed 
elegante del primo , ci conduce ad un risultato di 
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mi' uso , in generale , molto più eoniodo nei calcoli. 

Tuttavia l’equazione (/,) ha il vantaggio ili porrò 
in evidenza la quantità b , o l’ ordinata all’ origine. 

19. Osservazione. L’equazion cy—y'—a{x x') t 

ottenuta poc’ anzi con il secondo metodo , lia molta 
influenza nella Geometria analitica , ed lia il ca- 
rattere singolare di rappresentare tutte le rette che 
passano per il punto particolare ( ,t' , y' ). Infatti 
è risultata dalla combinazione dell’equazione gene- 
rale y=ax-\-b con la relazione particolare y'czax'+b, 
che esprime che il punto ( x' , y l ) si trova sudò 
retta. 

Inoltre , siccome , facendo y^y' , x ~~t ' , essa si 
riduce a o=ro , si trova con ciò evidentemente che 
la retta passa per il punto ( a-' , y‘ ). 

Riguardo poi alla quantità a , che sussiste ancora 
nella equazione come costante indeterminata , il 
6u 0 valore dipende da una seconda condizione che 
pub imporsi alla retta. Questa condizione , nel pre- 
cedente quesito, consiste nel far passare la retta 
per un secondo punto ( x",y" ) , c con ciò si deter- 
mina completamente la posizione di questa retta , 
trovandosi 

a= <-r: 

x — x" 

30. 3. 0 QUESITO. Condurre pgr un punto dato 
una parallela ad una retta di posizione cognita. 

Incominci amo dal fissare analiticamente la con- 
dizione del parallelismo di due rette. 

(/ ==ff - r +^ ) le equazioni delle due rette 
BL e DII ( fig. ,3 ). 

Poiché queste rette sono parallele , gli angoli a 
ed « che esse fanno con l’asse delle x sono eguali ; 
perciò abbiamo 

tang a ' = tang a, o a'=a. 
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Questa relazione fra i ««efficienti di x , dulie due 

equazioni , è indipendente dalla inclinazione degli 
assi ; poiché , dalla eguaglianza fra gli angoli a' ed 
a , si deduce necessariamente 

sen a' sen * 

— =s r , o a =ta. 

sen ((3 — x ) sen (0 — *) 

La relazione a'=:a può anche dimostrarsi con la 
figura. Siano Y ed ^ le ordinate MP, NP, delle due 
rette DH c BL corrispondenti ad una stessa ascissa 
AP o x ; avremo dalle due addotte equazioni 

Y — — a)x-\-b' — b .... (m) 

ma , dal parallelismo delle rette , abbiamo 

MP— NP, o MN=DB 

M'P' — N'P' , o M'N'=DB, 


poiché le parti delle parallele comprese dalle pa- 
rallele sono eguali. Dunque 

Y — ■T=b > — b , quantità costante. 

Ora , affinchè questa equazione si accordi con Ja 
precedente (in), e necessario che , qualunque sia x, 
si abbia 

a ' — cc=o ; cioè a'— a. 

Reciprocamente , se avremo a'z=à , o a' — a =0 , 
risulterà Y— p=b' — b , o MN=DB ; 

dunque le rette DM e BN saranno parallele. 

Dunque la relazione a'=a è una condizione ca- 
ratteristica del parallelismo di due rette. 

ni. Riprendiamo adesso il proposto problema. Sia- 
no x' , jr' le coordinate del punto M per il quale 
può condursi una parallela DII ad uaa retta data BL. 

L’ equazione della BL essendo 

j=ax-{-b + . . (i) , 
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quella della retta cercata avrà la forma 
yzza'x+b' . . . (2) , 

ove a' e b' sono due costanti da determinarsi. 

Ma la retta DH , passando, per ipotesi , per il 
punto M , ci da 1 ’ equazione particolare 

yzza'x'+b' . . . ( 3 ). 

Ora, dalla (2) sottraendo la ( 3 ), abbiamo 

jr—jr'=ia\x—x') .... ( ved. § 19). 

E , poiché il parallelismo delle rette ci dà a'=a, 
avremo finalmente 

jr—y—a(x—x') 

5 er l'equazione della retta cercata, che non differisce 
alla (1) che riguardo all’ordinata all’origine , che 
è qui y~ax' . 

22. 3 .° QUESITO. Date due rette sopra un pia- 
no, debba i° determinarsi il loro punto d’ inter- 
secazione ; 2 0 V angolo che fanno fra loro. 

c . ( y~ax-\-b ) le equazioni dello due rette 

Siauo \y=a‘x+V) BL e DII ( fig. . 4 ) 

i.° Per ottenere le coordinate del loro punto d’in- 
tersecazione , osserveremo clic, dovendo il punto tro- 
varsi nel tempo stesso sulle due rette, le sue coor- 
dinate AP e PM devono verificare le equazioni di 
queste rette , perchè queste coordinate non sono che 
i valori che competono ad x cd^- delle due equa- 
zioni , per i quali esse simultaneamente coesistono. 
Perciò , eliminando prima y e poi x fra queste due 
equazioni , otterremo que’ va^w delle coordinate che 
competono al punto di cui si tratta. 

Per tale oggetto incomincieremo dal sottrarre la 
i J equazione dalla a® per ottenere 

, . , l>—b' 

o=(a' — a)x+b' — b , cioè x=— . 

v ' ■» a — a 
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Da questo valore, portato nella (i) , otterremo 

b-b 1 ,, , ba'-ab' 

jr—a . +o , o , nducendo , — ; . 


Dunque , 


b—b' 


ba' — ab’ 


x=- 


In- 


sano le coordinate del punto d* intersecazione M. 
Sia , come caso particolare , a'=za , ne risulta 


b—b' 
x= , 


... <b-b') 

■ r=— “ 


cioè questi valori divengono infiniti ; e così dev’ es- 
sere , perchè allora le due rette sono parallele (§ 20). 

Se alla condizione di a'=a vi si aggiunga quella 
di b'=J > , si trova 


jk=- , r=- , valori indeterminati, 
o o 

Ed infatti , in questo caso , le due rette si confon- 
dono , divenendo identiche le due equazioni ; dun- 
que le rette s’incontrano in un numero infinito di 
punti. 

I risultati ottenuti per questa prima parte del pro- 
blema sono veri , qualunque sia 1’ inclinazione de- 
gli assi. 

Non è però così della seconda parte. 

a 3 . L’angolo delle due rette, clic rappresenteremo 
con V , potrà determinarsi osservando che il trian- 
golo E MG ci dà MGX=EMG+MEG , cioè E MG 
o V=MGX — MEG=*' — *, ( indicando «' ed « gli 
angoli che fanno le due rette con Tasse delle x). 

Ma , dall’ aver ottenuto ( t° 3 ° § 108 ) 

, tane a — tan b 

tang ( a—b )— b 


sarà 


tang («' — jc) , o tang V 


1 4* tang a tang b * 

tang «' — tang * 


«i+tang «'tang * 


• •••(*) 
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Ciò posto , se gli assi sono rettangolari , si Ira 
tang %'=a ' , tang *=<i , onde 


tang V= 


a' — a 
i+a'a 


•••(») 


24. Quando gli assi siano obliqui , i valori di 
tang »' , tang * non sono più rappresentati da a' 
ed a , ma convien dedurli dalle relazioni 


sen * 




sen a. 


sen {fi — *') 

Ma la a» relazione si riduce a 


sen {fi — 3.) 


=a. 


sen «==a. sen (/3 — *), 

o , sviluppando sen — *) colla formola ( l° 3 ° § 99) 

che ci dà il sen (a — • b ) , 

* * 

sen «=a sen fi cos * — a sen « cos / 3 . 

: t 

Col dividere questi due membri per cos * , e tra- 
sportare , si avrà il valore di tang * , poiché ot- 
terremo 

. % a sen fi 

tang a(i+a cos 0>=a sen 0, cioè tang *= I+(l u ~ 3 ‘ 


Così si otterrebbe 


, a' sen fi 
‘“8 * ■ 


Sostituendo ora questi valori nella (i), avremo 
a sen fi a sen fi 

tang V= 1 + n ' cos I 3 1 + « cos fi 

aa! sen fi ’ 

H — — 

(i+«' cos 0) (i+n cos fi) 

o , riducendo allo stesso denominatore , simplilican- 
do ed osservando che sen’ ^H-cos’ fi— 1 , 


/ 
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(a 1 —a) sen /3 

tan ^ ^ i ^-aa'-f-(a-f•a , ) cos/3 
Supponiamo £=rioo° , onde sen /3=i , cos /3=o ; 

la forinola si riduce a tane V — ^7 , come sopra. 

0 1 -\-aa 1 

3 5. Nel caso particolare in cui le due rette sono 
perpendicolari fra loro , essendo V s= ioo° , onde 
tang V—co , avremo , quando gli assi siano rettan- 

. - «' — a i+aa' 

eolan, — - r=o 0, o — =0 , perciò i+aa 

0 1 -\-aa a — a 

=0 , e quando siano obliqui, i+aa'-f(a+a')cos/?=o. 

La relazione i-\-aa'=o , che spesso richiameremo, 
può dimostrarsi direttamehte con la figura (i5). Poi- 
ché il triangolo EMG è rettangolo in M, i due angoli 
MEG , MGE sono complementi T uno dell* altro , 

ed abbiamo tang MGE = cot MEG = 

( t° 3° § 87 ). Ma 
tangMGX, o a's = — tang MGE; tangMEG=a; 
dunque * 

«'= , ovvero , aa'+i=o. 

a 

a6. 4-° QUESITO. Si debba 1 da un punto dato 
cojidiirrc una normale ad una retta data : 2. 0 tro- 
vare la lunghezza di questa normale , ossia la di- 
stanza fra il punto* dato e la retta data. 

Sia BL ( lig. iti) la retta data , e la normale a 
BL sia MG clic deve passare per il punto M , che 
ha per coordinate x' ed jr ' . v 

Supponiamo clic 1’ equazione della retta BL sia 

jr zax+b .... (1); 


tangMÉG 



3 o 

Poiché la retta MG passa per il punto x' , y 1 , 
la sua equazione (§19) avrà la forma 

y—jr'=sa\x—x') , 

essendo a' una costante indeterminata. 

Ma , le due rette dovendo essere normali fra loro, 

avremo (a 5 ) la relazione i+aa'sao, onde a'= — 

a 

Dunque 1 ' equazione precedente diviene 

(a). 

Tale è 1 * equazione della normale MG ; che perciò 
viene ad avere una posizione determinata. 

37. Dovremo ora rinvenire 1 ’ espressione della di- 
stanza dal punto M al punto H ove le due rette 
s’ incontrano. 

Conoscendosi già le coordinate x' , y' del punto 
M , se si potessero determinare quelle del punto H, 
allora basterebbe sostituire queste quattro coordinate 
nella espressione della distanza fra i due punti dati, 
forinola trovata ( $ 7 à , e così si avrebbe il valore 
di MH. 

Siccome il punto II è il punto d* intersecazione 
di BL ed BIG , converrebbe ( § 33 ) eliminare .r ed 
y fra le equazioni (1) e (3); ma osservando dalla 
furinola già citata , che non tanto interessa il de- 
terminare le coordinate dei due punti M ed li quanto 
è importante di ottenere le loro differenze ; perciò 
si riduce il quesito ad eliminare fra le (1) e (2) le 
quantità x — x' , y — y' considerata come incognite; 
ed i valori di queste quattlMl sostituiti nella espres- 
sione 

D=riTr , -*' 7 +(/-/ 7 ] 

in luogo di x' — x" , y' — y" , ci daranno la distanza 
richiesta. 
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Per porre in evidenza queste due incognite nel- 
P equazione ( i ) come lo sono nella (2) , daremo 
alla ( 1 ) la forma 

y-~y'=a(x—/)—y'+ax'+b .... (3) , 

ló che si effettua coll' aggiungere — y' ai due mem- 
bri , e col sottrarre ed aggiungere nel secondo mem- 
bro ax'. 

Ciò posto si sottragga la ( 1 ) dalla ( 3 ) ; risulterà 
o=(a-f^-)(ar — x')—y'-\rax'-\-b ; onde 

, y' — ax' — b . 

x — x = , 0 , riduccndo , 

a+à 


x — x'= 


a(y—ax‘ — b) 

a'+i 


Questo valore , portato nella (a) , ci dà 

1 « ( y—ax'—b ) —{y'—ax'—b) 

J J a' 1 

Dal sostituire questi valori di x — x' -, y — y' in 
quello di D , rappresentata la normale con N, tro- 
veremo 


(*’+>)’ 

Riunendo i due fattori del numeratore si avrà 
sotto il radicale — ax' — 6) a ; e soppri- 

mendo il fattore n’-f-i comune ai due termini , c 
poi estraendo da questa la radice quadrata , otter- 
remo finalmente 


N= 


±.( y’—ax'—b) 

V(« a + 1) 


per la lunghezza della distanza MH. 


33 

28. Discussione. Per interpretare il doppio se- 
gno + di questo risultato , tradurremo geometri- 
camente il valore della quantità y' — ax' — b, in cui 
y' rajwesenta 1’ ordinata MP , ed ax' — b esprime 
similmente 1’ ordinata NP di BL corrispondente al- 
1’ ascissa x' o AP ( poiché facendo x s=x' nella 
j z=.ax-\-b, si lia , o NPrmx'+ft), dunque y' — ax' — b 
rappresenta la distanza MN. Ora , questa distauza 
può essere (t° 3° § 07) positiva o negativa , cioè ^ o 
sccondoche il punto M è situato sopra o sotto BL, 
Per esempio , se il punto fosse in M' , si avrebbe 
M'N'=N'P'— M'P'=«.r'-|-6— /. 

Ma quando si ricerca la distanza del punto M dalla 
retta BL , si suppone che si voglia il valore posi- 
tivo ; c perciò se il punto M è situalo sopra la retta 
BL , nel qual caso,^*' — ax' — b è > 0, si deve avere 

jr' ax' b 

~ VOM-*) * 

c se il punto M è situato sotto la retta , essendo 
y' — ax' — b < o , avremo 

ax‘+b—/ 

~ V(«’+0 * 

Ciascuno di questi due risultati può ottenersi dalla 
Geometria. Poiché le MP, MH, respettivamente nor- 
mali ad AP, BL , ci danno ( t° i° § p. 4 ; > ) l’ang. 
NMH=BL'A=*. 

Ciò posto, il triangolo NMII ci dà (t*3’$iaG) 

„„ MN MN 

MH=MN cos a = = — - — 

-seca y(i-|-tang a) 

( t° 3° § 87 ). Ma MN=MP — NP=y' — ax' — b , tang 
v~a ; dunque 

jr' — ax' — b 

: V(« J +>) ■ 

Se il punto M fosssc sotto BL , si avrebbe 


MII, 


N= 
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M'N'=**'+4-/, cade . 

29. Esaminiamo alcuni casi particolari. ' 
i.° Si supponga ffig. in) che il punto, da cui 
vuò calarsi la normale, sia l'origine delle coordinate. 

Avremo , in tal caso , x'=o , y'=o, e Tespres’ 
sione diviene 

> 


V(« a +0 ’ 

risultato positivo o negativo , secondo che il punto B 
c posto sopra o sotto 1* origine. 

a -° Suppongasi che la retta BL ( fig. 18 ) passi 
»ei 1 origine. Allora sarà bz=o , e 1’ espressione si 


per 
ridurrà ad 


y — ax' a. r' — r 

V(«'+i) ’ 0 ~V(«'+<) 


3o. N. B. Se gli assi , supposti normali nel pre- 
cedente quesito , fossero obliqui , converrebbe , per 
la prima parte, far uso della relazione (§ 5) i+aa' 
cosj 3=o, che ci darebbe 


, (i+acos/3) 

a ~ * 

n-J- cos /S 

valore da sostituirsi nella y — -y'—q'(x x’). 

Riguardo alla seconda parte , dopo di avere ef- 
fettuata 1’ eliminazione di x — x' , y — y' , fra le 
equazioni delle due rette , convien portare questi 
valori nella espressione generale di D ( § 8 ) per 
trovare, a calcolo effettuato _ 


^^i y—ax'—b) sen fi 
VC«'+2a cos(3-j-i)‘ 

3i. 3.° QUESITO. Per un punto dato fuori di 
na retta condurne un'altra che formi con la pri- 
ia un angolo dato. 

TV. , 1 


A. 
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Siali# x' , y' le coordinate del punto , cd m la 
tangente dell'àngolo dato. Essendo 1’ equazione della 
prima retta y=.ax-\-b , quella della seconda retta 
avrà la forma (§ 19)^— — -.r'). Queste rette 
dovendo formare un’ angolo clic abbia per tangente 
m , dovrà aversi ( § a3 ) 


i+aa' 


.m , ovvero , 


a— a 
1 -}-tf a' 




(Ambedue queste quantità sono addattate per espri- 
mere la tangente dell’angolo dato). 

Le precedenti relazioni , comprese dalla sola 



onde 


~~iZ\Lam ’ 


ci danno per 1’ equazione della retta cercata 


, «Tjn 

r—r =-= — (x — -r ). . 


Il quesito ammette dunque due soluzioni ; il clic 
è evidente , potendosi da una parte e dall’altra della 
normale, calata dal punto dato sopra la retta y—ax-\-b ì 
condurre due rette che facciano con questa l'angolo 
dato. 

Se fosse quest’ angolosi oo° , nel qual qual caso 
m=oo , ne risulterebbe 


ajjrn 

. 1 Z\Lain ’ 


-*r t 

rn 1 



onde 


j — y=~^(x — x') , equazione ottenuta (§36). 

3 a. Osservazioni generali. I diversi quesiti da 
noi risoluti si riproduranno continuamente in tutto 
il corso della Geometria analitica. Ma , riflettendo 
sui risultati ai quali ci ha condotto la loro risolu- 
zione si comprende : 1 .° Che l ’ eliminazione rac- 
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chiude quasi tutto lo spirito dell’ analisi geometrica: 
a.° La necessità di evitare, quando si possa, il 
sistema degli assi obliqui, affinchè i calcoli si ren- 
dano più semplici. Tuttavia conviene eccettuarne 
i casi in cui deve aversi in considerazione o l’equa- 
zione di una retta che passa per due punti dati , 
o la condizione del parallelismo di due rette , ri- 
sultati che sono indipendenti dall’ inclinazione de- 
gli assi. 

Maniera di fissare analiticamente la posizione 
di un cerchio sopra un piano. 

33 . Sia un cerchio di qualunque raggio r, con 
il centro in O. Condotti sul suo piano due assi ret- 
tangolari AX , AY ( fig. 19 ) , proponiamoci di fis- 
sarne la posizione rapporto a questi assi. 

Indicando con p , q , le coordinale AB , OB, del 
centro , e con x , y , le coordinate AP, MP, di un 
qualunque punto M della circonferenza, avremo, per 
la forinola del n.° 7 , 

(■*— />)’+(/— ?)’=r a . . . . (1). 

Questa relazione caratterizza tutti i punti della cir- 
conferenza , perchè essa è evidentemente soddisfatta 
dalle coordinate di ciascuno de’ suoi punti, mentre 
non può esserlo da altri. 

infatti , sia N un qualunque punto preso fuori 
o dentro la circonferenza ; rappresentando sempre 
oon x ed y le coordinate di questo punto; si avrebbe 

(■x—pT+ij—qy 

per il quadrado della distanza ON; ma è evidente 
essere ON> , o <OM , secondo che il punto è fuori 
o, dentro la circonferenza ; onde risulterà necessa- 
riamente ^ * 

( x “P)’+(r— ?)’> , 0 <r\ 

* 
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Perciò V equazione (i) non può essere verificata 
■da un punto die sia fuori della circonferenza. 

Dunque la (i) è 1 * equazione del cerchio , per- 
chè fissa completamente la posizione di ciascun pun- 
to della circonferenza. 

Le coordinate del centro , ed il raggio sono le 
costanti Che vi hanno luogo ; ed infatti un cerchio 
è completamente determiualo da questi dati. 

34 . L’ equazione è assai più complicata quando 
gli assi sono ohiiqui ( fig. 20) ; poiché , attesa la 
forinola del n.° 8 , abbiamo 

( x —py+(jr—qy+2(x—p)(?—tj) cos / 3 =r’ , 

{ rappresentando /3 1 * angolo dei uue assi ). 

35 . L’equazione (1) prende una forma più o me- 
no semplice secondo le diverse posizioni del cerchio 
rapporto agli assi. 

1 .° L’origine può trovarsi in un punto A' (fig. 19) 
della circonferenza. 

In questo caso fra p , q , r , avremo , evidente- 
mente , la relazione 

p ì -\-q > ~r l ; 

ma, sviluppando l’equazione (i), diverrà essa 

x'—zpx+p'+j'—zqy+q'—r* ; 

o, togliendo le due quantità eguali q 1 ed r 3 y 

— apx — 3 qr+y—o (2). 

E questa è la forma , in tal caso, dell’equazio- 
ne del cerchio, infatti , supponendo y—o nella (a), 
risulta F equazione 

1 ’ 

x —2 px=o , o x ( x — 2 p ) —o ; 

unde.r=o, jerrrap; 

ciò che prova che il punto ( x=o , j'~o ) , 0 l’o- 
ggi ne , si trova situato nella circonferenza» 

Osservazione. Siccome all’ ipotesi di yxzo corri- 
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•poiKic ancora V ascissa x=ap , ne siegue che 
circonferenza tagli 1 asse delle x in un secondo pun- 
to C , cosiche A C sia doppio di A'D=» , ciò che 
dimostra che la. corda A^C è divisa in due parti 

CaiMlll fidili I rtfìt'mnh* . 1.1 _ t . 


Questa verit 


~ tute parli 

ale calata dal centro sopra di lei . 

- c 7<T\ — •*“ * ^ d * mostrata in Geometria ( t° 

3.,? 45 ^ ’ V,eue , ? ra P° s f a in evidenza per mezzo 
(iella equazione del cerchio. 

36. a.° U origine può collocarsi nell' estremità 
A di un diametro A G che farebbe da asse delle x. 
J questa nuova posizione degli assi abbiamo 

perciò la ( r ) diviene (x — r)*- \-r' 1 =zr‘ 
o , riducendo , j'—arx — x J ... ( 3 ) 

1/ equazione (3) si deduce ancora dalla fa) fa- 
cendosi pzxr , e q=o. . 

Per mezzo della (3) si deducono facilmente due 
altre proprietà del cerchio, già dimostrate nel f 
a 3 J3. 

Infatti dando alla (3) la forma r '=x ( 2 ,—x) 
e avendosi dalla figura . ' -mW.* 

j=MR*7x=A"R , c ioò ar— x=A"G — A"fU=:GR , 

conosceremo che la normale condotta da un punto 
della circonferenza sopra un diametro , o V ordi- 
riata a questo diametro , è media proporzionale 
Jra 1 due segmenti. “ 

La stessa equazione si riduce ad v’-L».*—-, ’ . 
ma se si guida Incorda A"M , si lia esentemente 

o Mi{ -f- A"R =A"m', zr= A"G, xT= A"R; 
dunque A^'cA " 6. A"It,.o A"G:A"M::A"M:A"A 

Tetri [ a f 0rda condotla da un’ estremità di un dia, 
metro e media proporzionale fra questo ed il se- 

TT hU ]aC T e dalta perpendicolare ca- 

metro “ emUu dellu corda s °pra quel dia-. 



38 

Zq, Finalmente , ponendo nel centro 1' origine 
delle coordinate, ed annullandosi perciò le p e q , 

1’ equazione (i) si. riduce ad 

... . ( 4 ). 

che è V equazione del cerchio riferita al suo cen- 
tro come origine , già dimostrata analiticamente nel 

t° 2° § 53. 

•Se gli assi sono obbliqui si ha per equazione 

x^+jf+zxjr. cos/3—r \ 

(Si veda il triangolo obliquangolo OMR , fig. ao) 

Date le equazioni trovare i luoghi geometrici. 

38. Prima di passare alle applicazioni dei prin- 
cipii precedenti , e di far conoscere come , coll’ a- 
juto delle equazioni della linea retta e del cerchio, 
si giunga a risolvere qualunque quesito relativo a 
queste linee, faremo alcune osservazióni sulle linee, 
e sull’ uso che può farsene. 

Abbiamo già veduto che la posizione di una ret- 
ta o di un cerchio sopra un piano è fissata per 
mezzo delle coordinate x ed y di ciascuno de’ suoi 
punti, e di un certo numero di costanti la di cui 
cognizione basta per determinare questa posizione 
geometricamente. 

Supponiamo adesso che , x ed rappresentando 
sempre le distanze di un punto da due assi rettan- 

f olari o obbliqui , la risoluzione di un quesito ci aL- 
ia condotti ad un’equazione della forma F (.r, j-)=r. 

( 11 carattere F vuò dire funzione di. Ved. t° 3° • 

S5). ; . 

Volendo fissare la posizione del punto che soddi- 
sfi all’ esposizione del quesito in modo che le sue 
coordinate .r ed jr verifichino l’equazione, otterremo 
un’infinità di punti, la di cui serie formerà una 
linea retta o curva, secondo la natura della equa- 
zione. 


i * 
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Infatti , non avendosi che una soia equazione fra 
x ed y , possiamo disporre ad arbitrio di una di 

3 ueste due quantità z ed j, (che appunto per ciò 
iconsi variabili ) , e dall’ equazione si otterranno 
i corrispoudenti valori deli’ altra variabile. 

Diamo , per esempio , all' ascissa x la serie di 

valori x=a » a', a'", a ,T , a r ... . 

Se 1' equazione non è che di i.° gr.° in y % si 
dedurranno successivamente per i valori corrispoa- 
denti di questa variabile , 

7=*, b\ b", b"\ b'\ b\ 

E poetando sopra AX (fig. ai); valori dix, ed 
innalzando dai punti P , P , P", P'", . . . : . le 
perpendicolari , o piuttosto , le parallele ad AY 
eguali ai valori di jr, si otterranno diversi punti 
M , M', M", M'", . . . . , clic soddisfaranno egual- 
mente al qnesito. 

E siccome niente c* impedisce di dare ad x va- 
lori pochissimo differenti 1’ uno dall' altro , ne sic- 
gue che anche i corrispondenti valori di y debba- 
no pochissimo diversificare fra loro; cosicìiè possia- 
mo concludere che gli estremi M , M', M", M'", ... 
debbano essere così prossimi fra loro da poterli le- 
gare insieme con una linea continua. Tutti i punti 
di questa linea saranno altrettante soluzioni del 
quesito; giacche i punti supposti intermediarj pos- 
sono riguardarsi corrispondenti ai valori di x ed y, 
deducibili dalla stessa equazione del problema , c 
compresi fra quelli che sono stati già costruiti. 

Questa curva sarà tanto più rigorosamente deter- 
minata quanto più i punti M, M', M", .... si 
approssimeranno gli uni agli altri. 

Supponiamo ora che sia 1’ equazione , rapporto 
ad y , di un grado superiore al primo. Siccome in 
questo caso , a ciascun valore di x devono corti- ' 
spondere due o più valori di y ( fig. aa ) , ne sic- 

i. ■(. ■ 
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gue che la curva sia composta di due o più rami 
MM'M" . . . . , NN'N" . . . . , RR'R" , . . . 

3g. Debba , per esempio costruirsi 1’ equazione 

y'^zax , cioè y= + 7 -''" 2X. 

Qui si vede primieramente che ad uno stesso va- 
lore di x corrispondono due valori di y ( fìg. a 3 ) 
eguali e con segno contral io ; in secondo luogo che 
ai valori negativi di x non corrispondono che va- 
lori immaginarj di y , cioè che la curva non può 
avere alcun punto situato alla sinistra dell’ origine 
ossia della AY. 

Ciò posto , facciamo prima x=o , ed avremo y=o‘, 
e conchiuderemo che 1 * origine delle coordinate ap- 
partiene alla curva , o che la curva passa per 
1' origine. 

Sia poi x=:i ; nc risulta 

J- ±V*=±‘ i 4 • • • , 

Valore prossimo al vero di o, t. 

Dopo di aver preso sopra AX una distanza AP 
eguale all’ unità lineare , se si conduca per il punto 
P mia parallela ad AY , e si prendano , sopra c 
sotto di AX due distanze PM, PN eguali ad t, 4-.*» 
si avranno in M cd N due punti della curva ri- 
chiesta. 

Sia ancora x=a; onde y— a . Questi valori es- 
sendo costruiti come i precedenti , danno in M' cd 
N' due uuovi punti. 

Continuando così a dare ad x differenti valori , 
e costruendo i valori corrispondenti di si otterrà 
una curva della forma LATI che si estende indcli- 
nitamente a destra dell’asse delle y , mentre, fin- 
ché x è positivo , sono reali i valori di y.' 

I 4o. Proponiamoci , per a . 0 esempio , 1’ equazione 
y A * — x 3 =4 * dalla quale si deduce jt=+\/(x j + 4 )- 
- Si vede t primieramente , che nd uno stesso va- 
lore di x corrispondono due valori di y eguali e di 
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seguo contrario ; secondariamente che , qualunque 
valore positivo o negativo venga dato ad x , si ot- 
terranno sempre per j valori reali. Dunque, siamo > 

già certi che la curva si estende indefinitamente so- 
pra e sotto dell' asse delle x , a destra ed a sinistra 
dell 5 asse delle y. 

Facciamo frattanto qualche ipotesi. 

Sia primieramente x~=o , ( fig. 24 ) » c s * avrà 

/=±V 4 =±a. 

Prendiamo sopra AY due distanze AB , AC eguali • 
a 2 ; i punti B e C appartengono alla curva. 

Sia , in secondo luogo , 

^■=1 , onde • • • , 

diverso dal giusto di circa 0,1. 

Se si prenda sopra di AX , AP=i , e dal punto 
P si porti una parallela ad AY, sopra la quale pren- 
dendo due parti PM , PN eguali a 2 , avremo in 

M ed N due nuovi punti della curva. 

Sia ancora x=.i , cioè 

.r=d-y8=~f~2,8 . . . prossimo di o, 1. 

Se costruiremo questi valori , come i precedenti , 
si otterranno i due pumi M' ed N'. 

E così in seguito ^ nel senso positivo dell'asse 
delle x. 

Ora, per ottenere i punti situati a sinistra di AY, 
osserviamo che , siccome ai valori di x positivi o 
negativi , ma aritmeticamente li stessi , corrispon- 
dono , prescindendo dal segno , i medesimi valori 
di y , perciò basta , dopo di aver prese le distanze 
Ap , Ap' , . . . . , eguali ad ÀP , AP' , . . . . , 
di condurre per i punti p , p‘ , . . . . delle parai- ^ 
lele ad AY, e per i punti M , M', . . . N, N', . . . 
delle parallele ad AX. I punti m, m‘, . . «», n\. . . , . 
saranno aneli’ essi punti della curva , che sarà evi- . , 

* I 

• .• -i 

■ ' ■ I 

• • I 

1 
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dentementc composta di due rami distinti ed oppo- 
sti LBL' , HCH\ 

Bastano questi esempj per dare un’ idea di que- 
sta sorte di costruzioni che riassumeremo in seguito 
in dettaglio. 

4i. La curva rappresentata dalla equazione F 
(x,y)=o , si chiama luogo geometrico di questa 
equazione. 

Reciprocamente , avendosi una curva delineata 
sopra di un piano , qualora , con un mezzo qualun- 
que , fondato sulla definizione o su di una proprietà 
caratteristica di questa curva , si giuuga ad una 
equazione che esista dipendentemente dalle coordi- 
nate x ed y di tutti i punti di questa curva , e non 
esista che per questi punti , la relazione cpsì otte- 
nuta , vien denominata equazione della curva. 

Porremo fine alle nozioni generali sui luoghi geo- ' 
metrici con -due proposizioni che saranno di un uso 
continuo. 

4a. Prima proposizione. Si h già veduto che da 
una lince retta si ottiene 1’ equazione generale della 
forma yz=ax-\-b ... (t) ; potendo le quautità a e b 
ottenere tutti i diversi valori immaginabili ; così , > 
inversamente, qualunque equazione di primo grado 
fra due variabili x ed y ci da per luogo geome- 
trico una linea retta. 

In fatti, l’equazione proposta, qualunque siasi, 
può sempre ridursi alla forma y=:mx-j-n . . . ( 2 ). 

. Paragoniamo fra loro le equazioni ( 1 ) e (a). i.° Se 
gli assi sono rettangolari , potremo fissare ( fig. 8 ) 

a 0 tang a=m c b=m. 

Prendendo allora sopra AY una distanza AR=m, 
e guidando per il punto B una retta che formi con 
, AX. un’ angolo » , di cui m sia la tangente trigo- 
nometrica, sarà (§ io) l’equazione di questa retta, 
avente la posizione fissata , 

jr~x. tang <*+& , 0 , y ss m x + n. 
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Dunque, viceversa, quest’ ultima equazione ha per 
luogo geometrico una linea retta 

a.° Se gli assi sono obliqui , si ponga 


sen * 


sen (£ — *) 


= m e b s= n. 


Prendendo sopra AY (fig. 9) una parte AB t= n, 
e conducendo per il punto B una retta che formi 
con AX un’ angolo * tale che sia 


sen * 

TU — r = 

sen (p — x) 


avremo (§ io) per la sua equazione 


SCO ® • 1 

rsx 7T r+ n, ossia , y~m x + n. 

J sen (P — *) 

Dunque , viceversa , ec. 

Pure ci resta a sapere se 1 ’ angolo « possa esser 
sempre determinato mediante la relazione 

sen * 

— ■ 1 771 • 

sen (/ 3 — ob) 

Da questa relazione si è veduto (§ a 4 ) c ^ ie a ^" 

m sen „ 

biamo tang * = — ; ® s ‘ sa c “ c una tjn ~ 

® i+/»cosp 

5 ente può avere qualunque valore , perciò 1’ ango- 
0 * è sempre suscettibile di' determinazione.. 

43 . Siccome due punti determinano la posizione 
di una retta , ne siegue che , data un equazione 
di primo grado in x ed jr, basterà fissare, per co- 
struirne il luogo geometrico , la posizione di due 
de’ suoi punti. _ 1 

I più rimarchevoli sono quelli ove la retta in- 
contra gli assi ; e per ottenerli si fa succesivamen- 
te , nella equazione , j=o , poi x==o ; ed i valori 
ottenuti per x, nella prima ipotesi, e per jr y nel- 
la seconda , rappresentano , 1’ uno 1’ ascissa del 
punto d’ incontro con 1’ asse delle x , 1’ altro 1 or- 
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dina la del punto d’ Incontro con 1’ asse delle jn. 

Se l’equazione ha la forma y = m x , siccome, 
facendo jr=o , si ottiene x=o , e reciprocamente , 
ne siegue che la retta passa per l’origine; e, per 
avere un secondo punto , basta dare ad x nn va- 
lore particolare, c costruire il valore corrisponden- 
te di j. 

44- Casi particolari. Debba costruirsi ij — 3.r=c; 
(supponendo gli assi rettangolari). Dajrro (tig. a5), 


si ha x — - ; e da x—o , r—~ . 

3 3 

Prendendo dunque sopra AX una distanza 

AC = — ~ , e sopra AY una distanza AB=- , si ot 

tiene CBL per il luogo geometrico richiesto. 
Debba ancora costruirsi 1’ equazione (fig. 36 ) 

3j + 5x + 4 = 0 . 


Da y—o , si ha x — — 


4 

5 ’ 


e da x=o 



Prendiamo sopra AX , AC' = — ■ - , c sopra AY, 

J 

C * 

4 

AB'= — — , otterremo B'C'L' per la retta richiesta. 

J • 

Può occorrere di dover costruire la tangente del- 
1’ angolo «. Allora , dandoci la prima equazione 

3,i . . 3 

T~ -.ci — , ne risulta tan" 7 —^. 

3,3 0 3 

Dopo ciò, prendiamo sopra AY' (lig. 20 ) la distan- 
za AB=-. Guidiamo per il punto B una parallela 
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BH all’ asse delle x ; prendendo sopra BII una par- 

3 

tc BDm , cd innalzando una perpendicolare DE=-, 
3 a 

avremo tang EBD=-, perciò il punto E apparter- 
rà alla retta CBL. 

5 4 

La seconda equazione ci dà — — x — - , 

J o 

onde tang # = — 

Dopo di aver preso sopra AY (fig. a6) una par- 

4 ... . 

tc AB =— - guidiamo dal punto B' una parallela B'II' 
** ad AX, e prendendo B'D'=i, ed innal- 

5 

zando una perpendicolare D'E'=- ; avremo ncces- 

5 5 

sariamentc tang E'B'D'=~; onde tang E'B'X'= — 

ed il punto E' apparterrà alla retta B'C'L'. 

Tutte le costruzioni precedenti si applicano al 
caso in cui gli assi siano obliqui. Soltanto che , le 

quantità - o — , costruite in ultimo luogo, non 
a o 

più - esprimimono le tangenti , ma bensì il rapporto 


sen (£ — x) 

45 . Serva di terzo ed ultimo esempio , 1 ’ equa- 
zione j-=x ( comunque si suppongano gli assi ). 

Da y—o (fig. 37) si ha x=o. Dunque la retta 
passa per T origine. Facciamo ora x=i , otterremo 
j-=i ; e così per x=i . ... , sarà y—2 , . . . 
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Si vede di qui che la rella ABB' , così determi- 
nata , divide in due parti eguali 1’ angolo degli as- 
si ( t° 2° § 32/ 

Se gli assi fossero rettangolari , 1’ angolo BAX 
sarebbe .eguale a 5 o°. 

46. Osservazione. U equazione proposta può es- 
sere in x soltanto, ovvero in y , cioè può racchiu- 
dere una sola coordinata. 

In questo caso , il luogo geometrico si riduce 
ad una o più rette parallela all ’ uno degli assi , 
secondo il grado della equazione. 

• 3 

Sia T equazione 2X — 3=o , cioè x=— . Pren- 


diamo sopra AX (fig. 28) una distanza AB=— , e 

conduciamo, per il punto B, la BC parallela ad AY ; 
è evidente che tutti i puuti di questa retta godranno 

3 

esclusivamente la proprietà di darci -perascissa, 
qualunque siasi y. 

Abbiasi ancora 1’ equazione y ’+/ — 2=0, che, es- 
sendo risoluta , ci dà 


ÌV(t+ 3 ) » onde y=i ed y= — 2. 

1 1 ' 

Se si prendono sopra AY ( fig. 29 ) due distanze 
AB=i , AB'= — 2 , c si conducono le GH , G'H' 
parallele ad AX, queste saranno tali, da darci sem- 
pre r=i per la prima, ed y =:- — 2 per la seconda, 
qualunque siasi x. 

47- Seconda proposizione. Si è trovata ( § 33 ) 
per 1' equazione generale del cerchio , rapporto agli 
assi rettangolari , 


(x — ( y — qf—r 1 , e sviluppando, 
x’-f-j- 5 — 2 px — iqy J rp' ,J rq 1 — r’=o . . . (1) 


Reciprocamente, qualunque equazione di secon- 
do grado della forma 


x’'+r'' J c/ 1 x+By+C—o ... (2), 
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tale cioè che non racchiuda il rettangolo xy del- 
le variabili, e nella quale i coefficienti dei qua- 
drati siano eguali alla unità o eguali fra loro 
(poiché può sempre dividersi l’equazione per que- 
sto coefficiente comune ) , appartiene ad una cir- 
conferenza di cerchio. 

in fatti, dal confrontare fra loro le cguazioni (i) 
o (a), e dal porre — a p=A, —a q=B , p'-^-q* — r*s=C ; 
ne dedurremo 

r=~. 7=-®. r=v 0>’+j’-C)=V(^±£-C) 

Ciò posto , vengano delineati due assi rettangola- 
ri AX AY , ( fig. 3o ) , e si costruisca il punto O , 

^ jB 

le di cui coordinrte siano per l’ascissa, e — — 

a r a 

per l’ordinata. Poi , dal punto O come centro, e 

t/ A'+B* „ , . . 

con un raggio=v( — 6) descriviamo una eir- 

4 

conferenza , che avrà necessariamente per equazione 
®{x—p) 2 + (y— q ) '= 1 * , 
o , sostituendo , a p , q , r , i loro valori 

(,x+^y+(^y=^±^-c , 

o , sviluppando e riducendo 

x*+ A x + jr‘+ B y + C=o , 

risultato identico con 1’ equazione (a). Dunque ec. 
Questa proposizione può anche dimostrarsi così : 
Incominciamo coll’ aggiungere ai due membri del- 

ypi gl 

la (a) la quantità —4 — — , onde completare i qn«- 

4 4 

drati x 1 + A ; r, ed jr > -f : By t e divérrà 


4 » 


^ x+ f£ m+ ^^c. 


(x+|)'+( r+ ")’='^±^-C . . (3) 
equazione che può paragonarsi immediatamente con 

(p c —pY+(y— f ì)' > —r' ì > 

. A 1* „ A ’+fi' ^ \ 

col porre p= , q= , r=;V( ; — — C ) ; 

d’ontlc sicgue che l’equazione (3), e perciò la (a) 
della quale la (3) non è che una trasformata , espri- 
ma un;i circonferenza che ha per centro il punto 

determinato dalle coordinate — — , — — , e per rag- 

2 2 


gi „,v(£^ C) . 


La seconda dimostrazione può sembrare più sem- 
plice , ma è meno analitica della prima. 

43. Prima osservazione. Le quantit^A , B , C, 
qualunque siano , possono esser tali , da darci 


' 4 


C=o 


ovvero <o. 


Nel i caso , il raggio r è nullo , c la curva 
si riduce ad un punto cne è lo stesso centro. 

Nel 3Ì.°, il raggio r è imaginario ; c ciò signi- 
fica che non vi è curva ; ed allora si dice che il 
cerchio è imaginario. 

Seconda osservazione. La proposizione preceden- 
te suppone che gli assi siano rettangolari ; poiché 
abbiamo veduto (§ 34), che l’equazione di un cer- 
chio , rapporto agli assi obliqui , racchiude ncces- 
surìameule il rettangolo a x y eoa /3 , termine che 
non può distruggersi che da £=ioo°. 
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4o 

L’equazione (a) , nel caso degli assib oliqui , ap- 
partiene ad una curva che, come vedremo, presen- 
ta qualche analogia con il cerchio. 

4y. Casi particolari. Debba costruirsi 1* quazione 

ax’+a y' — Zx-\-t\y — i = o , 
cui può darsi prima la forma 

3 i 


, aggiungendo i quadrati della mela del coef- 
del 3.° termine , e della metà del coelli- 
. . q . . a5 


ovvero , 
fidente 

dente a , cioè —%• 4 - 1 o - - , 
io 16 


l’altra (*— = -~-+— = 


a5 

i 6 


ì 

a 


33 

16 


Ciò posto , costruiremo primieramente il punto 

3 

O ( fig. 3i ) che ha — per ascissa c — i per or- 
dinata. 

Poi dal punto O come centro, e con un raggio 

eguale ad -^-y33 ( cioè= r , 4 - • • • prossimo al 

valore esatto dio, i) descriveremo una circonferenza. 
Questa curva sarà il luogo geometrico richiesto. 

Sia in secondo luogo l’ equazione 

■a f’+y ’ — 3 jr+sx = o , 

capace della forma 

( x +i)’+0' — )’=i+ J =- r . 

a 4 4 

Dopo di aver fissata la posizione del punto clic 

ha — r per ascissa e- per ordinata , se da questo 

punto O ( fig. 32) come centro , con un raggio «- 
T.K 4 BO 


5o 

guale ad ~yi3 , o i , 8 si descriverà una circonfe- 
2 

rema, sarà questa la curva rappresentala dalla equa- 
zione. 

Tuttavia convien’ osservare die , in questo esem- 
pio , siccome l’eqazione è soddisfatta simultaneamen- 
te da x=o , , la curva passa necessariamente 

per T origine , d'onde sicgue clic il raggio si trovi 
già del lutto costruito , e rapprosentato ila OA. In 
latti , abbiamo 

OA= jA(AB’ +BO ) , o , OA=y (| +i>=r. 

Potremo , similmente , conoscere , i . 0 Che 1* e- 
quazionc 

x’-fj’ — 3x-f-i=o 

rappresenta un cerchio il di cui centro ha per coor- 
dinate — e o , c per raggio - y 5 ; 

a. 0 Che l’equazione y — iax — 8 j--}.i3=o 

rappresenta un punto che ha per coordinate — ed 
i. In fatti , trasformandola nella 

(x— , )*=o ; 

questa avendo per primo membro la sompia di due 
quadrati essenzialmente positivi , non può essere 
soddisfatta che ponendo 

(x—iy = 0 , (j i)’=o . 

3 

d’onde ottiens x=— , * 

3.° Che l’equazione x , -j-/’-|_4 ;r — 2 J'+7 c=0 j 
niente rappresenta, poiché, ' capace essendo della for- 
ma (x-J-a)’+(j— 1 )’=— 3 , 

ci dà nel primo membro , la forma di due quet- 
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drati positivi , che non possono eguagliare il secon- 
do membro che è una quantità negativo. 

5o. Vediamo ora come possiamo prevalerci di queste 
nozioni generali sui luoghi geometrici , ponderale a 
maturità , per la risoluzione dei problemi di geome- 
tria sì determinati clic indeterminati. 

Consideriamo prima il caso in cui il quesito è in- 
determinato : e supponiamo che da esso si richieda 
di fissare la posizione di un certo punto sopra il 
piano di una figura. , 

Riferendo il punto cercato c le altre parti della 
figura a dote assi , e rappresentando le coordinate di 
questo punto con x ed y , otterremo dalla traduzio- 
ne algebrica dell' enunciato quesito una certa rela- 
zione , F (x,j‘)=o, fra queste coordinate c le 
quantità note , ebe si chiamerà equazione del pro- 
blema', e se , con i principj stabiliti, si costruirà il 
luogo geometrico di questa equazione, la serie dei 
punti , costituenti questo luogo geometrico , soddi- 
si’erà all' enunciazione del quesito ; c le coordinate 
di questi punti rappresenteranno geometricamente 
tutti i sistemi dei valori di x ed y atti a verificare 
l’equazione F (x , y)=.o. (Ved. t. 3. 0 p. 67 ). 

5i. Non solo ci servono i luoghi geometrici per 
risolvere quesiti indeterminati ; ma possiamo an- 
che prevalercene per i proLlemi determinati a due 
incognite. 

Supponiamo in fatti che 1’ enunciazione di un que- 
sito ci abbia condotti a due equazioni 

F( x,j- )=o, F'( x,j)=o ; 

ove x ed jr rappresentano le coordinate di un certo 
punto. Potrebbe prima eliminarsi x ed y fra queste 
equazioni , e poi costruirsi tutti i sistemi dei valori 
che si otterrebbero ; ciascuno dei punti così de- 
terminati soddisferebbe alla esposizione. 

Ma senza effettuare l’ eliminazione , bene spesso 


complicata in se c ne’ suoi risultati , potremo fissare 
la posizione di questi stessi punti. 

infatti , l’equazione F (x,j)=o riguardata isola- 
tamente, rappresenta una certa linea, luogo di tutti 
punti , le coordinate de’ quali verificano questa 
equazione. Supponiamola costruita, e che (fig. 33) 
LBH sia questo luogo geometrico. 

In simil guisa , l’equazione F'(x,^')=o è quella 
di una seconda linea , di cui tutti i punti sono tali 
che le loro coordinate verificano questa equazione. 
Supponiamo costruita ancor questa linea rapporto agli 
assi stessi della precedente , e che venga rappresen- 
tata da KCI. 

Ciò posto, c evidente clic i punti M, M', ... ; 
ove queste linee s’incontrano, sono quelli che soddi- 
sfano alla esposizione , poichò le loro coordinate for- 
mano de’ sistemi di valori di x e di jr , che veri- 
ficano nel tempo stesso le due equazioni. Perciò i 
punti M,M', . . . , sono altrettante soluzioni del 
quesito, di cui queste due equazioni sono l’algebrica 
traduzione, qualora uno siasi prefisso di fissare, so- 
pra un piano , la posizione di un punto k con certe 
date condizioni. 

02 . Quando le incognite x ed jr non esprimano 
in origine le distanze dagli assi fissi , ma le rette 
qualunque; allora le coordinate dei punti M,M', . 
ne rappresenteranno i valori geometrici. 

Sostituendo cosi le intersecazioni dei due luoghi 
geometrici all’eliminazione fra le loro equazioni, si 
giunge spesso ad ottenere costruzioni semplici ed ele- 
ganti del problema. Ne avremo varj esempj dal se- 
guito del capitolo attuale. 
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$ II. Applicazione dei fiuncipii generali. 
Proposizioni sopra i triangoli . 


53 


.di' *' ? ÌCerca ' J e co ? i,an!,lisi i P>mti d’interseca- 
; ! r dl r a dne de,Ic rellu condotte dai vertici 
t r ,an S oI ° ai P unti medi F , E. D 

reur II), v ,ul ' . °I , I >os,i : e provare clic queste tre 
rette si tagliano in uno stesso punto. 

1 rendiamo due assi rettangolari AX , AY 1’ uno 

dei iJTab 3T ° ddl f *’ S ‘ C ° nf0nda con u "° 
l’orilin AB fi 6 lnan S° 0 « essendo altronde fissata 

foZ g l 3 SOmm ‘ ,a A - Si riJ,,Cfi i* T'esito a 
tonnare le equazioni delle rette AF , BE CD e 

po. ad eliminare (t .#)'*«!, fra qucafc ' 

”„r » J ''= «due. Ma necci diliscare 

prima le cooidinate dei punti A, B, C D F F 

Abbiamo per le coordinate di A , ' (yssso ,’x=iLo) : 
òia AB=c ; saranno quelle di B, (r^=o x~c) 
poniamo poi per il p U „to C, 

rn • ! 1 L ‘ 1 1 * P untI del mezzo delle AB. AC, 
t-d i , si ha 

. n AB c 
AD= — =— ET, 
a a 

CH 



fG=™ = C 0H= ?L'_r 

3 2 n - 

AG=x'+ c -=f' == a^i 


-X’ 


onde 




a. . . (/ = o , x = S- ) 


E.,.Cr=4, x ^j 
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(7 = V 


c+x' 


)• 


Conoscendo ora di ciascuna retta ÀF , BE , CD, 
le coordinate di due de' loro punti , potremmo otte- 
nere la sua equazione col sostituire, nella forinola 
del § 18 


y~~y 


y'—y" 


77 (*—*') » 


in luogo di x' , y ' , x " , y" , i valori corrispon- 
denti alla figura attuale; tua la seguente maniera di 
operare si troverà più elegante. 

Siecome AF passa per F origine, la sua equazione 
ù della lorma 

y=ax ; 

ma questa retta passa per ij punto F ; o 


<T' 


cyx' 


)< 


avremo dunque la relazione particolare 


J / 

— s=a a ( 


c-f-x' 


), onde ac 


r 




I > 


, y 1 

cosicliè l’equazione di AF è y — ; x . . (i). 

Alla retta , BE die passando per il punto B o 
(o, c), competerà l’equazione (§ 19) della for- 
ma y — y =a ( x — x 1 ) che , attesa la sostituzione 
di o ad y' , c ad x‘ , ed a 1 ad a , diverrà della 

forma y a'(x — r). 

Ma, siccome questa stessa retta passa per il pun- 

y! x t 

to E, o ( avremo la relazione 

v' x' 

1 =a' ( c), 

3 'a / 
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onde a' \ 


y' 
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dunque l’ equazione di BE sarà 


x — a c 
Così si avrebbe per la CD , 


' -JT ( x c ) * • • ( 3 )* 


ajr — c 


(ax— c) 


(3). 


Restano ora da combinarsi queste tre equazioui. 
Primieramente , si deduce dalle (i) e (a) 

y‘ 


" r • 1 » ■ c ì | o « 

togliendo i denominatori , ed effettuando i calcoli , 
x'f. x — acr'. xt =cy'. x — c'y'+x'j'. x—cx'y'-, 
riducendo; Zcy 1 . x=c/'(c+x'); dunque 


X se. 


C+x ' 


Questo valore portato nella (i.) , ci dà 


«V 

. 


/ 3 


In secondo luogo, dalle (i) e (3) otterreremo 

r' 

c+x'' 


r* r' , x 

X = ; ( 3X C ) , O 


3X C 


ax'jr'. x — cy. x—icjr'. x — cy'+ixy' . x — cx J j', 
o riducendo , 3 cy. x= cy' ( c+x' ) ; dunque 


c+x' • 

:= -f- * 


r' 

perciò / = — . 

► • ^ 


E verremo così a conoscere che le coordinate del 
punto d’ intersecazione delle due rette AF , BE , so- 
no identiche con quelle del punto d’ intersecazione 
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di AF e CD. E perciò queste tre ratte si tagliano 
in un medesimo punto. 

Se dal punto O , comune a queste tre rette , si 
cali 1' ordinata OP . i due triangoli simili DCIi , 
DOP, ci danno 

OP : CH:: DO: DC; ma*OP = 4 J'— "5"» 

3 3 


dunque anche 



Questo punto è cognito in STATICA col nome di 
centro di gravità del triangolo. 

Riflettendo sulla precedente analisi , si conosce fa- 
cilmente essere i calcoli li medesimi qualunque sia 
l’inclinazione degli assi. 

Tuttavia, diverranno più semplici , qualora , con- 
servando AD ( fig. 35 ) jier asse delle x , si pren- 
da per asse delle coordinale una retta AY parallela 
a CD; ciò che è lecito attesoché la CD ha una posi- 
zione cognita. 

In tal caso , c evidente che 1* ascissa x 1 del pun- 
to C diviene parallela ed eguale ad AD o — ; onde 
c=aa;* ; c le equazioni (i) , (a), (3) divengono: 
per la retta AF, y = ~£px' ...... (i.*). 

v' 

per la retta BE, /=■ {x — ax') . . (a.*) 

c per la retta CD, xt=^x' (3.*) 

( essendo quest’ ultima retta parallela ad AY ). 

Ciò posto questa (3.‘) combinata con la (i.“) ci dà 

y‘ 

? = 3 ’ 

e dalla (3.*) combinata con la (a.*) risulta ancora 



Perciò , le coordinate de’ punti d’ inlersccaziQita , 
di CD , AF ; c di CD , BE , sono 
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Ciò che prova quanto la scelta degli assi influisca 
sulla semplicità dei calcoli , nella risoluzione de 
quesiti , coll’ ajuto della Geometria analitica. 

54. Determinare ? punti d’ intersecazione a due 
a due delle perpendicolari condotte dai tre verti- 
ci del triangolo ABC ai lati opposti. Si dimostra 
che queste perpendicolari si tagliano in uno stesso 
punto O. 

Devono gli assi esser qui rettangolari (fig. 3t) , 
poiché deve aversi in considerazione Ja relazione della 
perpendicolarità di due rette ( ved. § a 5 ). 

Prendiamo del pari la AB per asse delle ascisse, 
e per asse delle ordinate la perpendicolare AY in- 
nalzata dal vertice A. 

Rappresentando sempre con c la distanza AB o 
1 * ascissa del punto B , con x ' , y' le coordinale del 
punto C , avremo prima per 1 ’ equazione della CD 
ecs c=x' ... . , (1) ( giacche questa retta è parallela 
all’asse delle y ). > 

Prima di rintracciare le equazioni delle AF e DE , 
dobbiamo determinare quelle delle rette CB , AC , 
alle quali sono- esse perpendicolari. < 

Ora , la retta CB , passando per i due punti 
(y 1 , x 1 ) e (o , e) , ha per equazione ( § 18) , 

y—y'—a{x—x') , 

avendo a per valore^/' — , poiché abbiamo 

, J * 

y n =o , x"—c. 

Quella della retta AC, che passa per l’origine , 
è y=zmx / avendo m per valore — „ perchè il plin- 
to C si trova sopra di questa retta. 

Ciò posto , siccome AF passa per l’ origiuc , ha 
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un' equazione della forma y=a'x ; e dalla sua per- 
pendicolarità a CB si deduce ( $ a5 ) la relazione 

Il 1 / i c— —se* 

an'-f-ie=o , onde a== «= — — 

a y' 

Perciò i’equzione di AF è 

c— x' 

y — ■£•••* « » ( 2 )- 

La retta BE costretta a passare per il punto B , 
o ( o , c ) ♦ ha per equazione j=m‘ (x — c) ; e dal- 
1’ essere normale ad AC , ci dà la relazione 

, onde m'= 

rn y 1 

Dunque 1’ equazione di BE è 

7 = — £(*-*).;•...( 3). 

Dal combinare adesso le (i) e ( 2 ), otterremo per 

(e-x')x' 

, r = . 

J yl 

'Così combinando le, equazioni ( 1 ) e (3) si ottiene 
per , J = — -, (x—c )=* — p 

Dunque le coordinate del punto d’ intersecazione 
delle rette CD < AF , sono le stesse che quelle del 
punto d* intersecazioue delle rette CD , BE ; perciò 
queste tre rette si tagliano in un medesimo punto. " 

55. Determiniamo i punti d‘ intersecazione a 
due ti due delie per peli d icola ri innalzate dal mez- 
zo dei lati di un triangolo ABC (fig. 36) a questi 
stessi lati. Proviamo che queste tre normali si ta- 
gliano in un medesimo punto O. 

Per maggior semplicità , prenderemo àncora la AB 
per asse delle x ; e la perpendicolare innalzala dal 
punto A. per asse delle y. 

Siano egualmente AB=?=o AII^c* , CH=>'.* Ab- 
biamo già trovalo per le coordinale dei punti D , 

E ... (f.i' ):F. 
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Ciò posto , sarà l’ equazione per DL ,« 

.... (i) 

perchè DL è parallela ad AY. 

La retta EM passando per il punto E, o 

ti t\ 

^ a ’ a >' 

avrà 1’ equazione della forma 

v' X 1 

r— ~ = a(x ) 

e poiché dev' essere normale ad AC che ha per e- 
quazione 

y ’ . x 1 

r= ~.x , ne risulta rz = ,. 

•' *' ' y 

Perciò , la retta EM ha per equazione 

(*-7). • . . (*); 

In simil guisa si troverebbe per 1’ equazione di FN, 
r' c — , e-4-x' . 

y 3 — ~y ( x “ ) • • • ( 5 )* 

Combinando fra loro le (i) c (a) , avremo per 
c r 1 X' 1 ex 1 x'’-4-r'* — cx‘ 

XS== 3 I ’ yT= ^ a ji * m à/ 7 ■ 

Le (i) c (3) combinate in egual guisa ci danno, 
per 



(, X ' — e) x' — ex' 

• 3/ 1 2/ 


Perciò , /e tre rette ri riuniscono in uno stesso 
punto. 

56. N, B. Se , nel risultato ora ottenuto per y , 
si ponga, in luogo di x'*-f y 1 ' , il suo valore AC a , 0 
ò‘ che ci dà la figura, si trova per le coordi- 
nate del punto 0 comune alle tre rette , il quale al- 
tro non c die il centro del cerchio circoscritto , 


t 


Go 


b' — 




ex 


37 


Calcoliamo ora la distanza AO ; abbiamo 
. e 3 (£>•— rir*)* 1 

Ao=^(x*+ y .) = v(' 4 +-^7r— 

o , dallo sviluppo della quantità sotto il vincolo , 
valutando 1^. relazione 

af'-\'j ,x =s=b' , AO =^— i y r ~(b'-\-c' — >2 ex 1 ). 

27 

Ma 1* espressione y (£’-{- e’ — ìcx 1 ) è il valore del 
lato CB o a ( t. a. § 3g ). Dunque finalmente , 

ab « • ' 

AO=— j) onde ponendo A 0=r , irX.y'=aXb ; 

ciò che prova , che il rettangolo dei due lati di un 
triangolo è eguale al rettangolo che otti enti dal 
diametro del circolo circoscritto per la perpendi- 
colare calata sul terzo lato dal vertice opposto. 

Osserviamo ancora che dalla superficie del trian- 
golo ABC, cioè da S= , ne risulta 2 j' =— . 
Dunque l’espressione di AO o dLr , diviene 

abe 

r== "4S ; : 


cioè il raggio del cerchio circoscritto ha per l’e- 
spressione il prodotto dei tre lati del triangolo di- 
viso per il quadruplo della sua superficie. 

5q. La costruzione sopra la stessa figura 38 
dei punti di concorso relativi alle tre precedenti pro- 
posizioni , ci presenta una circostanza singolare nel- 
la posizione di questi tre punti sopra una stessa 
retta. 

Per essere convinti dall’ analisi , osserviamo primie- 
ramente che in generale, si conosce che tre punti 
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Gt 

(*'./)> (*", j") ed (*"' ,/») 

sono in linea retta , ogni qual volta i due rapporti 

— f r' — V" . 

siano e S ua ^*‘ 

In fatti , qnesti rapporti , che altro non sono clic 
( § 18) i coefficienti di x nelle equazioni delle rette 
che uniscono il primo punto al secondo ed il primo 
al terzo , qualora siano eguali , proveranno che le let- 
te sono parallele ( § ao ). Ma inoltre queste rette 
“hanno già il punto comune ( . f ) ; dunque esse 

si confondono, 

Se uno dei punti ( x ' , y ) è 1 * origine delle coor- 
dinate , basta che abbiasi y , ossia 

X 1 " 

— x a y'=o. 

Ciò posto , ammettiamo che i punti 0 , 0 ' , O a ‘ 
corrispondenti alle tre posizioni , vengano riferiti alti 
stes i assi AX , AY, uno de' quali sia AB base del 
triangolo , l’ altro la normale elevata dal vertice A , 
e per conservare le indicazioni già fissate per i pun- 
ti B e C conveniamo di rappresentare i punti O, O', 
0» «?n (x, ed /,), (j, edj,), ( ar } ed j, ). 

11 quesito si riduce a calcolare 


; y.—y, 

X t x ' — Xì% 

Ma abbiamo trovato ( § 53 , 54 e 55 ) 

, y f ( c — x ') x ’ , 

O r * )» (/■ r ’(' r > x )> x *~ x ') 


3 - 3 t y 

i, 


( X +S eX C \ T\ 

i=‘ — » Xi=:- ). Dunqi 

j y a ' 1 


ue 


R 


I 

\ 


1 
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fo 

Y \ (c—x' )*’ 

i. y —y, 3 y y'+3x''—3c3S 

X .— *. c+x ’ - . (— ax')7 

X 

3 

y y*+x'*— ex* 

r ,— y, 3 y j , -3x' 1 +3cx 

a. x, — Xj c-j-x' r c (ax'— <?)/ f 

3 2. 

Questi due risultati sono identici. Perci òi tre pun- 
ti O , O', 0“ , sono in linea retta. 

§ III. Proposizioni intorno al cerchio. 

58. Le condizioni che esprimono quando due cir- 
conferenze si tagliano , si toccano , o non hanno 
alcun punto comune, già vedute in Geometria ( t. 
3 . § 54 ) si rintraccino ora con d* ay’uto deli ana- 
lisi. 

Siano O , 0' (ffg. 39 ) i centri di due circotife- 
ranze ; r , r ' , i lóro raggi , ed 00 ’=d la distanza 
dei centri. 

Prendiamo per asse delle x la linea dei centri ; e 
per asse delle r la normale OY elevata dal cen- 
tro O. 

Il cerchio , che ha per raggio r , essendo riferito 
al suo centro e ai due assi rettangolari , ci da ( § 
37 ) per 1’ equazione di questo cerchio 

y'+x'=r' . ... ( 1 ). 

Quella del secondo cerchio; il di cui centro ha 
per coordinate p=d , 7=0 , è (§ 33 ) 

y'+{x—d,y=r'' .... (a). 

Ciò posto , per esprimere che le due circonferen- 
ze si tagliano , e per ottenere i loro punti d inter- 
secazione , conviene ( $ 3 a ) stabilire che le loro 
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equazioni hanno luogo simultaneamente , ed elimi- 
nare jred y fra queste equazioni. 

A tal fine, sottrarremo la (a) dalla (i) ed avre- 
mo ldx — d‘=r ’ — /•'* ; 

j , r '‘+d' 

per dedurne ^ — . 

Portando questo valore nella (i), avremo, a ri- 
duzione effettuata , 

y^=±~2 V~(/\d 7 r' — (r 3 — r' 3 +d 3 ) 3 ) 

Discussione. La sola ispezióne di questi valori 
prova, prima che, nell’ipotesi in cui la quantità 
sotto il radicale del valore di y è positiva , nel 
qual caso i valori di a: e di y sono reali , e le cir- 
conferenze hanno due punti comuni , prova , dico, 
che i due punti d’ intersecazione hanno una mede- 
sima ascissa OP , ma due ordinate eguali e con se- 
gno contrario. 

Dunque, ogni qual volta due circonferenze si ta- 
gliano , la linea dei centri è normale alla corda 
comune , e la divide in due parti eguali (t.° a.** 

§ 54 ). 

Ora , per sapere quando sarà la y reale o ima - 
ginaria , (essendo x sempre reale ) , sottoporremo 
la nostra espressione ad una trasformazione. 

La quantità , sotto il radicale, essendo evidente- 
mente la differenza di due quadrati , può decompor- 
si nel prodotto 

(arfr-j-r’-J-rP — /•'’) (a dr — »•* — 

ma ciascuno, di questi due fattori è aneli’ esso la dif- 
ferenza di due quadrati (r+d) 3 — r' 3 ed r' 3 — (r- — d)'\ 

dal i.<* abbiamo , (r+d-f-r') (r+d — r') , 

e dal a. 0 , (r'-f-r- — d) (r' — r-f-d). 


* 


6 4 

Dunque , finalmente , diverrà il valore di y 

JF=± ÌV[(^'+W-O(^r'--0(r'+^)]- 

Sotto tal forma presentandosi il primo fattore 
compreso dal vincolo essenzialmente positivo, scor- 
giamo che y sarà realo qualora gli altri tre siano 
positivi , o positivo 1’ uno e negativi gli altri due. 
Ma quest’ ultima circostanza non può inai esistere , 
perchè , qualora uno di questi tre fattori sia nega- 
tivo , gli altri due sono necessariamente positivi. 

Sia per esempio , r-\-d — r'<o , onde r+d<V ; 
necessariamente risulta da ciò *'<r' e d<r* ; dunque 
jf — r-\-d ed r* — d-j-r sono positivi. 

Con più forte ragione, i tre fattori non potrebbe- 
ro essere negativi simultaneamente. 

Perciò , non possono presentarsi che due casi : o 
i tre fattori sono positivi simultaneamente , ed in 
questo caso y è reale ; e perciò le due circonferen- 
ze Si tagliano ogni qualvolta sia 

r+d>i* , r+r'>d, r'+d>r} 

cioè , ciascuna di queste tre cose, raggi e distanza 
dei centri , minore della somma delle al. re due : 

Ovvero, uno dei tre fattori h^negativo e i due al- 
tri positivi ] e in questo caso y è ìmaginario , c non 
vi è intersecazione. Perciò due circonferenze non 
hanno alcun punto comune , quando una delle ad- 
dotte ineguaglianze abbia luogo in un’ordine in- 
verso- 

Tuttavia potrebbe aversi 

r-j-d — r'=o, o, r+r 1 — d=o, o r'-\-d — ì'= 0 ‘, 

cioè r+d=r' , o r+r'=d , o y'+d=r. 

In questo caso , i due valori di y si riducono 
a o , e le due circonferenze non hanno più che un 
punto comune che è necessariamente posto sulla li- 
nea dei centri , poiché la sua ordinata è nulla. 


•T 
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Dunque , due circonferenze di cerchio si tocca- 
no , qualora la distanza dei centri è eguale alla 
somma o alla differenza dei raggi. 

Questi risultali souo tutti conformi ai teoremi 
già stabiliti in Geometria sulla dniersecuZionc e 
Contatto di due circonferenze ( Ved. t. a-. § 54 )• 

5g. Casi particolari. Sia d—o. nel qual caso le 
due circonferenze sono concentriche ; i valori di jc 
e di j divengono 



j— — _ — , 


■espressioni di forma infinita. Ma osserviamo che 
la quantità sotto il radicale che ci dà il valore di 
jr , ^essendo essenzialmente negativa, rappresenta un 
valore clic si conserva imaginario ; ciò che dev’es- 
serè , poiché le circonfifrenzc non possono avere al- 
cun ponto comune. 

‘Tuttavia, se fosse nel tempo stesso d=ó , ed 
r=r l , i valori di oc e di j , '-si ridurrebbero jni 


o o 



In fatti, in tal Caso, le due circonferenze si con- 
fondono cd hanno un’’ infinità di punti comuni. 

Osserveremo ancora che i risultali ora addotti di 
forma infinita , sono analoghi a quelli già ottenuti 
( § ) nel caso del parallelismo delle due rette , 

delle quali si cerca il punto d* intersecazione 1 cd^ 
effettivamente , esiste allora una specie di paralle- 
lismo fra le due circonferenze , poiché i loro punti 
sono ovunque egualmente distati. 

60.. Una circonferenza debba farsi passare per 
tré punti datj. 

Qualora si conosca la posizione del centro di un 
cerchio sopra un piano , , e la lunghezza del suo 
raggio , le quantità costanti p, q,r, che entrano 
pena equazione 
T. V 
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(x-p)'+<j—qy=r 

dorranno riguardarli come date a priori , ed il cer- 
chio sarà completamente determinato da jquesta e- 
q nazione. Ma, possiamo, come per la retta, j>ro- 
porci di determinare un cerchio che soddisfi a cer- 
te condizioni, come quelle di passare per punti da- 
ti , di esser tangente ad una o più rette , ad nno 
o più ccrclij , etc. ; in tal caso p , q , r sono co- 
stanti indetermipate i di cui valori dipendono da 
queste condizioni diverse ; e poiché sono tre le in- 
determinate , ne sicgue che possono imporsi ad un 
cerchio tre condizioni diverse, quelle, per esempio, 
di passare per tre punti dati. 

Siauo^ in generale (x' , ^7-'), (x", jr")v (■*''' */''.) 
tre punti dati sopra un piano rapporto a due assi 
rettangolari, e chiamiamo p, q , r le coordinate 
del suo centro ed il suo raggio ; la sua equazione 
avrà la forma (x — />)*+(?' — q) a =r’ (1) 

essendo . p , r, quantità da determinarsi. 

Ora poiché ciascuno di questi tre punti deve tro- 
varsi sulla circonferenza , devono aversi le relazioni 

(x'-py+( r '- q y=r , 

(*"-?)’+( r"- q y=r\ 1 

(x"'-p)’-K r '''-< 7 ) 3 =r a ; 
ed il quesito si riduce ad eliminare le p , q , r , 
fra queste relazioni per riportarle poi nella equa- 
zione (t) 1 

Sviluppando e sottraendo sucessi va mente la 3/ e 
la 3 .* relazione dalla si trova 

a'»— x^-f-p'’ — y"‘ — 3 p(x' — x*) — 2 q(j'—yl)=o . . . (2). 

— a/>(®' — x“ ') — 27(7' — y*")t=so, . . ( 3 ) 
equazioni di x.° gr.° in p , q , dalle quali possono 
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dedursi facilmente i valori delle incognite p , «7 ; 
c questi , sostituiti nella relazione ( 1 ), ci faranno 
ottenere- il valore di r. 

Senza qui entrare nel dettaglio de’ calcoli a ba- 
stanza cogniti , benché complicati , tradurremo in- 
vece geometricamente le stesse equazioni (a) e (3). 

Ciascuna di esse, riguardata sola, essendo di i.° 
gr.° in p e q , ed esprimendo le coordinate di uh 
punto 1 rappresenta ( § 4 a ) una linea retta'; c se 
vengano costruite successivamente rapporto alli stes- 
si assi , il punto ove queste linee s'incontreranno 
sarà ( § 3a ) il centro del cerchio che si richiede. 

Occupiamoci prima della equazione ( 3 ), che può 
porsi sotto la forma •• * • 


r—r 


p+ 


r”—y n W —x' 


ovvero 


r'+f 


x’~ x", 

- / =pr(- 


Kr'-S'X 

x’+x" 


2 
V a 


)•••• (4).- 


Ciò posto , siano M , M' , ( fìg. 4° ) » 1 

punti che hanno per Ctmrdinate {x‘ , jr'), (.r",r"), 
( ùc‘" , jr"‘ )/ V equazione della retta M M' ò 

OS- *8 ) - * ' • ’ 


y ' x r — x" 




• (5). 


Per altra parte , i trapezi MM'P'P, MM'R'R ci 
danno per le coordinate 3VQ , NS del punto N , 
medio di MM' ( t. a. § 3i ) 


NS==^— — - , . NQ= 






cosichc 1' equazione (4) è già quella di una retta 
die passa per il punto N. ■ 

In oltre , dal confronto dei due coefficienti 


• * ^ +i. V -s *■» 
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j'—f 


x — x' 


-delle (4) e (5); 


x — x / — 7 

si vede ebe essi soddisfano alla relazione 

oa'+i=:o , 

che esprìme , ( ^ a5 ) ch« due rette sono per- 
pendicolari fra loro. 

Di qui è che 1’ equazione (4) , o la (a) rappre- 
senti la retta innalzata dal punto N medio di MM' 
perpendicolarmente a questa ultima linea. E perciò 
si rende facile la sua costruzione. 

In egual modo può conoscersi che la (3) rappre- 
senta la normale innalzata dal punto medio N' di 
MM" che ha per equazione 

‘ r'—r'* 

y~-f- x ,_ x T n ( x—x'). 

Il centro Tien dunque determinato da questa co- 
struzione die è precisamente quella che si trova 
nel t. a. § . 44- 

6t, Saremmo giunti a risultati molto più sem- 
plici prendendo r per origine'- delle coordinate T il 
punto M ( fig. 4t ) e per asse delle ascisse la li- 
nea MM' : ciò che è permesso, potendo disporsi de- 
gli assi ad arbitrio. 

Per questa ipotesi sarebbe 


* y~° > 7 "=° » 


x =o , r — < 


e le equazioni (a) e (3) diverrebbero 
— -o:" a -f-a px"t=o t 


Dalla prima , si deduce />=— , equazione che e- 

sprime evidentemente una retta parallela a MY , 
guidata per il ponto fi medio di- MM', 
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X 

l—jn*- 

JU 


’+y 




/" x"\ 

1- -z—r^p- 


-)> 


equazione che rappresenta una retta che , nel pas- 
sare per N' punto medio di MM" , è perpendico- 

r"< 

lare alla retta MM" © ,»»■*• 

x 

Le equazioni (a) e (3) sono appunto molto com- 

{ dicale perchè sono stati presi gli assi in una qua- 
unque situazione rapporto ai tre punti dati; Si ve- 
de dunque quanto 6 ia importante , per la semplici- 
tà dei calcoli , la scelta- convenevole degli asti. 

6 a. Suppongasi ora che debba farsi passare un 
cerchio per due ponti dati , coll’ assoggettarlo inol- 
tre ad esser fiÈS|;ent* di un* altro cerchio dato in 
posizione e in grandezza. 

Si rappresentino con ( x' , y' ) , ( x" , y" ) le 
coordinate di due punti , con p , q , r , le costanti 
del cerchio cercato ; avremo prima le due ^Tela- 
zioni 

Per altra parte , se p , q , r , saranno le costan- 
ti del cerchio dato , D la distanza dei centri dei 
cerchi avremo , atteso quanto si ò detto ( § 58 ) 
sopra il contatto dei cerchi , 

D*=(r' Dunque ( § 7 ) , 

1 » condizione del contatto è espressa dalla rea- 
zione 

' 0»'-p) a +(9'-q)’=(r'±r>\ ' 

la quale , con le due precedenti , racchiude tutti 


* 
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gli elementi nccessorj alla detei'Biiaazioiut delle in- 
cognite p , q, r. 

Se il cerchio dovesse passare per un punto dato 
(x 1 , r') , ed essere tangente a due altri cerchi da- 
ti dalle costanti (// , q' , r') , (p" , q" , r") , si 
avrebbero le tre relazioni 

(*'-p)’+(y -'/)=<’ , 

Nella risoluzione di questa sorte di quesiti tutta 
la difficoltà consiste nello scegliere gli assi coordi- 
nati m modo che le equazioni ed i calcoli riescano 
più' semplici che sia possibile , e che possano de- 
dursene costruzioni facili ed eleganti. 

destano ancora a stabilirsi le condizioni relative 
al contatto delle rette con le circonferenze. Questa 
dottrina delle tangenti è uua delle più interessanti 
della geometria analitica. 

§ IV. Problemi delle tangenti . 

. 63. Incominciamo dal fissare il vero senso da an- 
nettersi alla voce tangente. 

Si è definita in Geometria ( t.^ 3.? § 4^ ) la 
tangente al cerchio essere una retta che non ha co- 
mune con la circonferenza che un solo punto : ma 
questa definizione non si presenta convenevole a tut- 
te le curve. 

Sia , in latti, unn linea come LN'NKMII ( fig. 
4 a ) composta dì parti concave le une , convesse 
le altre. Se in un punto qualunque M si conduca 
una retta MNN' , che sembri trovarsi , rapporto 
alia parte KMH , nella stessa situazione della tan- 
gente al cerchio, questa retta può supporsi che non 
abbia che un punto comune con questa parte della 
curva ; ma , prolungata la rutta indefinitamente , 
passerà per altri [uniti N , N' , . . . . della curva. 
Dunque non può dirsi con esattezza aver essa un 
sol punto comune con la LN'NKMH. 
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Par aVere una definizione applicabile a tutte le 

curve convien figurarsi che una retta MG «avente 
varj punti M , M' , M" , comuni con la curva , 
giri attorno di uno di questi punti, M, per esem- 
pio , in guisa che prenda le diverge posizioni MM' 
M" , tu' N m"m"‘ ... ; si vede che , in questo 
movimento il puuto M' , che si trovava prima a 
sinistra di M , si trova ora a destra di questo stes- 
so punto M' , in ro', Ora nel passaggio dalla pri- 
ma alla seconda posizione , deve necessariamente esi- 
sterne una intermedia ove il punto M' vada fi con- 
fondersi con il punto M; ed è in questa posizione, 
rappresentata da MNN*, che la retta prende il no- 
me di tangente. Dobbiamo dunque riguardare una 
tangente come una secante alla curva , li di cui due 
punti d intersecazione vengono a riunirsi in un 
volo. v su. *■ ; 1 r ■»: 

Non fa poi di -assoluta necessità che il moto del- 
la retta «i effettui attorno di un precisato puuto 
d- intersecazione ,, potendo aver luogo attorno di qua- 
lunque punto. Può anche , in certe circostanze , 
muoversi la retta parallelamente a se stessa. 

Riprendiamo la curva r s =ax ; cioè _p + \/ix 
( fig. a3 ) già discussa al § 3g. 

- Siccome a ciascun valore positivo di a: corrispon- 
dono due valori di r eguali e con segno contrario, 
ne siegue che , qualunque parallela ad AY , con- 
dotta alla destra di quest’ asse , sia una secante a- 
vente due punti comuni colla curva j ma, a misura 
che diminuisce la x , diminuiscono le distanze 
M'N' , MN , . . , fra questi punti d' interseca- 

zione ; e quando in fine si suppone x=o , nel qual 
caso il valore di j diviene r=~»~o , i due punti d 
intersecazione si riuniscono nel punto A, e la retta 
AY vien denominata tangente. 

In simil guisa potremo ravvisare nella curva di- 
scussa al ( § 4° ) » c be ha per equazione 

7 ’— -x ’=:4 y onde 4) » 


l 
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die la retta -IK ( fig. z4 )' parallela ad AX , e si- t 
tuala .■•ila disianza , ■' è una secante i di cui .• 
due punti d’ intersecazione si riuniscono nel pun- 
to B. >■ 

Una curva , riguardandosi comunemente come 
un poligono di un’iufinilà di lati , o come la traccia 
di un punto che 'varia direzione in ogni istante, qì 
presenta, nella tangente ad un suo punto dato, l’e- 
lemento della curva , che corrisponde a questo 
punto , e che si suppone prolungato indefinitamen- 
te. Sotto questo punto di vista vicn riguardata nel- 
r alta analisi; ma qui la considereremo come una 
secante i di cui due punti d’ intersecazione si 
riuniscano in un solo: e questo carattere è quello 
che ora procureremo di tradurre analiticamente. ' 

64- Siant), in generale, F (or, /)=o 1’ equazio- 
ne di uua curva , ed y=ax-\-b 1’ equazione di una. 
retta riferita a Ili stessi assi. 

Per determinare i punti comuni alla curva ed 
alla retta , conviene ( § 32 ) esprimere che questa' 
«lue equazioni sono coesistenti , cioè che hanno luo-. 
go nel tempo stesso. Sostituendo nella prima , per- 
y , il suo valore dedotto dalla seconda , si otterrà 
una nuova equazione in x ; i di cui valori saranno 
le ascisse dei differenti punti «l’ intersecazione ; e 
questi valori , sostituiti nell’ equazione y =± àx-\-b , 
faranno conoscere le corrispondenti ordinate di que- . 
sti stessi punti. 

Ora , se si vuo fissare la posizione della retta in 
guisa che divenga tangente ; basta di esprimere, 
con i mezzi noti dell’algebra , la condizione che 
due dei valori di x siano eguali ; ciò che , attesa 
1’ equazione y=zax-\-b , trae seco generalmente anche 
la condizione che i valori di y siano eguali. La 
prima condizione , espressa analiticamente , altro 
non è che una certa relazione fra le quantità aeb 
considerate come costanti indeterminate ; che se a 
«fucsia relazione venga unita la < seguente 

• j 

. - - 4 


Digitized by Google 


, y=ax'+l-, 

che esprime che la retta passa per un punto- dato, 
si avrà quanto basta per determinare completamen- 
te a e b. '• 

65 . 1 / equazione della curva , se è di secondo 
grado, colla sostituzione di axdrb in luogo di jr , 
prenderà la forma di a. 0 gr.° 

mx' ì -\-nx-\rp=o ; 

ciò che prova , come di passaggio , che una retta 
non può mai aver più di due punti comuni con 
una curva di secondo grado. 

Si è veduto ( t.° i.° § 137 ) che, ad oggetto 
che le due radici di un equazione di secondo grado 
sieno eguali , bisogna che abbiasi , fra m , n , p , 
la relazione n’*— fynp=zo. Questa è dunque la con- 
dizione che deve svilupparsi per tutte le curve di 
secondo grado , incominciando dal cerchio , che ne 
è un caso particolare. 

66 . Per un punto dato (x 1 , y') condurre una 
tangente ad' un cerchio, che si suppone riferito ad 
assi rettangolari , con 1 * Origine al centro (§ 37). 
L'equazione del cerchio essendo y-\-x % =r ’ .. . . (1) 

quella della retta del cerchio avrà la forma 

« ‘ . 

J—/=a(x—x') ... . (3) ; 

ove la quantità b trovasi già eliminata ( § 19 )• 
Par esprimere primieramente che il cerchio e la 
retta si tagliano , convien combinare le loro equa- 
zioni , supponendo che le. x e le y siano le mede- 
sime. Ora , l’ equazione (2) ci dà 

jr=za£+jr' — ax'; 

onde, sostituendo nella (1), e riducendo, 

(a’+i — ax')x+(j' — ax ')* — r’=o ...( 3 ). 

Attribuendo ad a dei valori particolari, si olter- 


j 




ni: 


rcbbe una serie di secanti alla curri , i di cui due 
punti d'intersecazione avrebbero per ascisse i valo- 
ri di x dedotti dalla equazione (3) , e per ordina- 
te i valori di y derivate dalla equazione (a) , dopo 
di esservi stati sostituiti ad a ed x i loro valori. 

Volendo adesso che la secante divenga tangente , 
bisogna che le due radici della (3) siano eguali t 
ciò che ci dà , attesa la relazione n'—^mp = o 

(S65). 

4 a(j ' — ax'y — 4(a’+0 [(y* — a *')* — r ]=o... . (4) 

o , dividendo per 4 e sopprimendo le due quantità 
ax'Y , — <*’(/"“ ax '¥ » 


che si distruggono , avremo 

— (/' — flx') a +(a , +i)r’=o ; 

equazione che , sviluppata ed ordinata rapporto ad 
a, diviene 

(r’-x'y+aar'/'-a+r’- /’=o, . . (5). 

E da questa equazione , a riduzioni eseguile , si 
deduce 


«=-^r + 

r — x r* — x 


espressione che , sostituita nella (a) , ci ■ darà 1 e- 
quazione della tangente richiesta. 

Da questo risultato (6) veniamo a conoscere che 
per un dato punto N ( fig. 4^ ) ■> ® possibile, ge- 
neralmente parlando , di condurre due tangenti NM, 
NM 1 alla circonferenza. Tuttavia, richiedendosi da 
ciò che i due valori di a siano reali ed ineguali , 
dovremo avere 

x' , -\-y n >r'‘-, o , giacche j? ,3 -f-j ,:, =0N 1 ,..0N >OH , 


dunque il punto (x ' , y‘) dev’ esser posto fuori del 
cerchio. 
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Se si supponga x' , -\-y n =r' , cioè che il punto 
sia nella curva , il doppio valore di a si ridurrà ad 
un solo, cioè 


i 


o a — — — , , perchè y'*=r* — x' 


„ / a > 


r '— a: " ' y 

Si vede in fatti che , por una tal supposizione , 
r equazione ( 5 ) diviene 

a ,, y' 2 +2ax'y'-\-x'' > =o , o » 


onde a~- 


x' 

y 


Per distinguere questo caso dal caso generale , 
converremo che il punto dato , che altro non è che 
il punto di contatto, venga rappresentato dà(a?",j"); 
e allora avremo per equazione della tangente al cer- 
chio , in un punto di questa curva , 

y—y"-- ~77 (x—x") • • • , «=— 7 ? • 

y ' y 

67. Osservazione riguardo al metodo precedente. 
Formando, mediante le equazioni (1) e (3), un equa- 
zione con la sola y , e ciò col sostituire nella (1) 
il valore m 

0 r — (/— ■ ) 

; a 

dedotto dalla .(3) , si trova 

(a a -j- 1 )y° — 3 (y 1 — ax^y-^^r' — ax') 2 — aV’=o \ 

c, volendosi che la retta divenga tangente, convie- 
ne esprimere che le due radici di questa equazio- 
ne sono eguali , ciò che ci dà fra i ooefficienti la 
relazione 

^')«>4( a > +I )[( r W)Wr , ]=o, 

o , dividèndo per 4 » e sopprimendo le quantità 
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(j' — ax'y , *-(r' — oj?') 1 , che si distraggono , 

X •• . 

Ora questa equazione può-.veuir, soddisfatta in 
due maniere diverse , o ponendo a—o , o facendo 

(/— ax'Y— rV+i)=o. 

L’ultima di queste due relazioni è certo identi- 
ca' con la relazione (5); ma troviamo nel tempo 
stesso per soluzione <f*:=o. 

Vi è anche di più. Se noi risaliamo *11’ equa- 
zione (4) del numero precedente , e se , senza at- 
tendere alle riduzioni dei termini simili , svilup- 
piamo i calcoli , veniamo ad ottenere un’ equazione 
di 4-° grado in a con i coefficienti di «4 e di a 3 
in realtà nulli. Ma sappiamo dall’ Algebra che 
una simile equazione ha due delle sue radici infi- 
nite. Perciò 1* equazione (4) > oltre i due valori che 
si hanno dalla equazione (5), racctiiudc ancora im- 
plicitamente due radici infinite, n = oo, n — a> . 

Procuriamo d' interpretare le risoluzioni 

• . » 

a — o , à — oo 

che sembrano estranee al proposto quesito. A tale 
oggetto osserveremo che , prendendo un punto N 1 
( fig. 43 ) posto fuori del cerchio e tale che le per- 
pendicolari calate da questo punto sopra 1 asse del- 
le x e delle j , incontrino la curva nei punti 1 , i' t 
t , V , volendo poi esprimere che , due valori ili x 
dei punti d’ intersecazione della curva con la retta 
condotta dal punto N' , sono eguali , senza profe- 
rir cosa alcuna della y , questa condizione non con- 
viene maggiormente alle due tangenti N'/n , NW 
che possono condursi da questo punto , che alla 
retta N'it' normale all’asse delle x. E, perciò l’a- 
nalisi deve fornirci , oltre le risoluzioni relative 
alle due tangenti , anche la risoluzione a = oo che 
corrisponde a questa normale. 
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In fatti la (a) , che *i riduce ad 


*='-=£. +*' ; 
a 



ci dà , per a — co , x~x' , ciò, che niente ci dice 
riguardo ad y. Ma *p§r. averne il valore , basta di 
risalire alla equazione- ( i ) che ci dà 


• y-±^{f— x n ). 

Tali sono infatti i valori di Op, ip , i'p corri- 
spondenti ad N' t *'• 

In simil guisa , per esprimere che- i due valori 
di y sono eguali , niente dicendo riguardo ad x , 
questa condizione non solo conviene alle due tan- 
genti , ma ancora alla retta N' II' parallela all'as- 
se delle x. Perciò l’analisi deve darci unitamente 
le risoluzioni relative alle due tangenti , é la riso- 
luzione a=o corrispondente ad N' l l' . 

L’ equazione (a) ci dà o=o , , ciò che niente 

ci dice riguardo ad x. Ma dalla equazione (i) si 
deduce . ' 4 , y - 

• * !»• 

Tali sono in .fatti i valori di O q , O «' , la , 

i*_» ' ... . 

1 ^ » * • • 

Concludiamo da ciò che , per esprimere il con- 
tatto di una retta xon una curva , conviene scri- 
vere analiticamente le due condizioni riunite af- 
finchè due dei valori dix , e due dei valori di 
y, corrispondenti ai punti d’intersecazione , siano 
eguali ; poi deve considerarsi a parte la relazio- 
ne comune che trovasi implicitamente contenuta 
nelle due relazioni generali stabilite prima topa- 
tamente. 

Questa osservazione ci presenta un . nuovo esem- 
pio di un quesito le di cui equazioni sono più ge-. 
generali dello stesso quesito , ed il mezzo di ren- 
der libero il risultato dalle estranee risoluzioni. 
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68. Abbiamo creduto di dover risolvere il proble- 
ma delle tangenti nella maniera la più generale , 
affine di far vedere ai giovani studenti come deb- 
bano interpretare certi risultati dell* analisi. Ma 
siccome avremo spesso bisogno di richiamare l’equa- 
zione della tangente , nel caso particolare in cui 
sia dato il punto di contatto , sarà bene d’ indica- 
re un mezzo diretto per giungervi. Anche questo 
metodo è suscettibile egualmente di essere applica- 
to a tutte le curve , qualunque siasi 1’ inclinazione 
degli assi. 

Chiameremo (ar' , y') , ( x " , y") le coordinate 
dei due punti della curva , uno de’ quali (x",y") 
deve divenire un punto di contatto. < 

La retta , che unisco questi due punti., ha per 
equazione . ' 


r_v'=-L=L 


e riunendo le relazioni 


ioni | 


(x—x') . . . (r) 

y'^+x '^ 1 ... . , 
y"*-\-x"*=zr' . . . 



avremo un sistema di tre equazioni che conviene 
alla secante condotta per i due punti. 

Ora , sottraendo la (3) dalla (a) , avremo 

y ,> -r"^+x' i —± : ' , =a .... ( 4 ), 

equazione che può sostituirsi ad una delle due pre- 
cedenti , per esempio alla (3) ; e siccome la rela- 
zione (4) si riduce a 


y")+{x , -\-x"){x'—x n )~o , onde 

r'—r" x'+x" 


x — x 


S+f 


e perciò la secante verrà finalmente rappresentata 
dal sistema delle due equazioni. 
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j-r=- 


%7^-x') cd /'M*c'’=r\ 


y+y 


Se ora si volesse clic la secante divenisse tan- 
gente , cioè, che i due punti d’ intersecazione si 
riunissero in uno , basterebbe stabilire 

*'=*" ed /'=/" ; 

ciò ebe ci dà, 

j-y'^-^x-x") ed /"»+*"»=rV 

( Non si <suol considerare che la prima di •que- 
ste equazioni per rappresentar la tangente , ma la 
seconda è sempre sottintesa ). . 

N. B. l’artificio del calcolo impiegato poc’an- 
zi , consistendo nel sottrarre la ( 3 ) dalla (a) , ba 


per iscopo di trasformare il coefficiente'V 


r— r". 


d<a- 


x — x 

» . l • » 

la (i) , per introdurvi poi le due condizioni 
j'=y' , x'z=x" ; 

poiché se , prima di questa trasformazione , si fa- 

o 

cesse questa doppia ipotesi , si otterrebbe— per va- 


lore di questo coefficiente. 


x 


; 69. L* equazione./— /"=——^(.r — x") può ri- 
< ■ . . . J • 

dursi ad una forma molto più semplice , per mez- 
zo della relazione y , +x ,,, —r ì che vi • con- 
giunta. 

Togliendo il denominatore e trasportando % ab- 
biamo, . , 

yy'+x* :"-y '+x " 2 , O , j-y+xx"=r\ 


So 

Questa nuova forma è facile a ritenersi , ^du- 
cendosi da quella del cerchio • j' 1 -|-x , s=r* , col so- 
stituire i quadrati^* ed x 1 ai rettangoli yy'e dxx”. 
Se nella equazione semplificata della tangente , 

f 1 

si farà jl=o ; avremo x =—7, , e questa è l’ascissa 

x 

OR del punto ove la tangente incontra 1 ' asse deltex. 
- Per altra parte abbiamo, dalla figura, d> 

PR =OR — OP ; onde PR=-^— x"= — 

X x 

* Questa distanza PR , compresa fra il piede dcl- 
1’ ondulata del punto di contatto ed il punto* ove la 
tangente incontra 1* asse delle x f è ciò che chiama- 
si sottotangènte ; e la sua considerazione è . utile 
bene spesso nella teoria delle curve. , -, 

N. B. Poiché si ottiene il suo valore supponen- 
do y—o nella equazione semplificata della tangente 
e sottraendo poi x" dal valore di x corrisponden- 
te ad y=o, ne sicgue che, per averlo direttamente 
dalla equazioue non semplificata della tàn'gente , 
basta di farvi y=o , e di cercare il valore corri- 
spondente di x — x"i 
Si trova , in fatti , per 

■ r"* r* — x" • ' ; 

y =0 , X—X '= ^-77 = 77 

X X 

. . > 

70 Riprendiamo in egnal modo il caso ove la 
tangente dev’ essere condotta da un. punto pres» 
fuori del cerchio; e proponiamoci di esprimere le 
coordinate incognite x" , y" del punto di. contat- 
to , in funzioni delle coordinate ,x' , r' del pun- 
tò dàto."’ r 

La tangente , dovendo passare per il punto x', 
y' , avrà un equazione della forma y — y'=a(x — x'); 

avendo a ( 5 66 ) per valore , n= — * -yr, ; ed il 
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quesito ha per oggetto di determinare x" ed^-". 

Ora T equazione della tangente essendo parimen- 
ti ( § 69 ) yy" +xx"=r* , siccome questa retta 

{ tassa per il punto x' y' , avremo necessariamente 
a relazione y' y"-\-x , x"=^r 1 .... (1) 

Altronde, trovandosi il punto x" y" , sulla cur- 
va , abbiamo anche y" , -\-x”*=r‘ .... (2) 

Col mezzo di queste equazioni siamo abilitati a 
calcolare x" ed y " . 

. r 1 x 1 x 1 1 

Dalla prima si deduoe , y ,lca 5 • • • ( 3 ), 


sostituendo questo valore di y" nella (2) ed ordi- 
nando rapporto ad .r, 

— 2 r’x' x"—r*y n — r* o, risolvendo e 

r(rx>± r 'V(y»+ r >W) . / 

.r" 4 -r" 


simplificando x' 


Nella ( 3 ) sostitairemo ad x" questo suo valore , 
ed otterremo , a riduzione effettuata , 

r »_ r to' +* > V — r *) . 

J *"+/' 


x 1 1 rx l ±y'y~(x' , +y'’ — r*) . 

y*~~ Vy'*x' VX*” +y'*—r) 
Per provare l’ identità di questo risultato con quel- 
lo del n<° 66, moltiplichiamo sopra e sotto per 

osservando che i segni superiori si corrispondono , 
come anche i segni inferiori ; ed avremo 

r , gy±V(y , '-f-.r , »)V(ir , »-{-y ,, ~ r*)-{-y , a; , (ir , *-f-y ,, --r*) 
r’j 1 ' — -y'’— r’) 



(*'■+ t *'•) • 

t. r. 6 


.S 


\ 


* 1 

1 
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o final mante 


(x'j'±r^(x' > 4-j'’ — r> ) 


71. Se si volesse fissare geometricamente la posi- 
zione del punto (x" , y") , converrebbe costruire i 
valori qui sopra ottenuti. Ma, questi essendo compli- 
catissimi , ci prevarremo dei principj riguardanti i 
luoghi geometrici ( § 5 1 ). 

Prima costruzione. Riprendiamo le equazioni 

y/'+x'x'w 

y"«+x"’c=r\ . . . ( 3 ) 


che hanno servito a determinare x" , y". 

Sottraendo la (1) dalla (3) si ottiene 

y* ' — y r y" -f-x"* — x'x“=o * - . ( 3 ) 

equazione da potersi sostituire alla prima; e se si co- 
struirà , rapporto alli stessi assi , la (3) e la ( 3 ) , 
riguardate come contenenti due variabili x" , y " , ì 
punti d’intersecazione dei due luoghi geometrici sa- 
ranno i richiesti punti di contatto. 

Primieramente l’equazione (a) rappresenta un cer- 
chio avente il suo centro all’ origine , ed r per rag- 
gio ( fig. 44 )l >1 cerchio à dunque già costruito. 

In quanto alla equazione ( 3 ) , che è compresa nel- 
la forma generate del n.° 47 > potendo ridursi alla 
seguente 




rappresenta una circonferenza il di cui centro ha per 

X* Y 1 I 

coordinale- , •£- , ed ha per raggio -y~(x , ‘ -d-r' 1 ) 
32 3 


Ora , unendo il punto O con il punto N , dal 
quale ci proponiamo di condurre una tangente , a- 
vremo evidentemente 


83 


OP x' NP r' i 

OL, o , IL=— =‘— , O ]=-y-(x''+r''). 

a a a a a * 7 


Dunque la circonferenza descritta sopra ON come 
diametro è il luogo geometrico dell’ equazione ( 3 ). 

Perciò , i punti M , M' , ove le due circonferen- 
ze si tagliano , sono i punti di contatto ; e questi 
uniti con il punto N ci danno le due ricercate tan- 
genti. 

Questa costruzione è analoga a quella che si trova 
effettuata nel t.° a.° § 4 ®- 

73. Seconda costruzione. Possiamo operare di- 
rettamente sopra le equazioni (1) e (3) , la costru* 
zinne delle quali dà luogo ad una proprietà molto 
rimarchevole. 

L'equazione (a) rappresenta sempre il cerchio 
dato. 

L’ equazione (1) , essendo di 1.? grado in x",j-' r t 
rappresenta una linea retta ; e siccome i punti , ove 
essa deve incontrare la circonferenza , altro non so- 
no che i punti di contatto , ne siegue che questa 
retta sia la linea di congiunzione dei punti di con- 
tatto. 

Per fissarne la posizione , si faccia successivamen- 
te nell! equazione (1) y"~o , ed x”=o , 

I r’ 
per /'<=o , 

x 

per x"=o , j'—y > 


Il primo punto y"=o, x"=— , è il punto B(fig_ 45 ) 


ove la retta incontra 1 ’ asse delle x , e questo pun- 
fo si ottiene colla costruzione della 3 .” proporzio- 
nale x 1 : r :: r : x". 


Il secondo punto x H =o 



h il punto 


C 
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ore la retta incontra l’ asse delle y, e si ottiene nel- 
la medesima maniera. * 

La retta BC , che unisce questi due punti , incon- 
tra la circonferenza nei punti M ed M' che sono i 
punti di contatto delle tangenti condotte dal punto N- 

«« * p* 

t3. Osservazione. Siccome il valore x"=.—., 

x 

corrispondente ad y"=o, nella equazione della linea 
di congiunzione dei due punti di contatto , è indi- 
pendente dall* ordinata y' del punto dal quale vo- 
gliono condursi le due tangenti , può concludersi che, 
per un secondo punto qualunque N' preso sopra la 
perpendicolare LL' , la linea che unisce i punti di 
contatto delle tangenti condotte da questo punto , 
incontra 1’ asse delle x nello stesso punto B. 

In fatti , siano x' ed y, le coordinate del punto 
N' ; per 1’ equazione della linea M" M'" sarebbe , 
y, y" -\-x' x"=r* ; o facendo y"=o , si troverebbe 

*"=A=OB. 

x 

Potremo perciò stabilire il seguente teorema : 

Se dai diversi punti di uua retta indefinita LL' 
si conduellino le tangenti ad un cerchio , Vutte le 
rette , che congiungono i punti di contatto delle due 
respeltive tangenti che partono si riuniscono in un 
punto comune B da uno stesso punto ; punto che 
si trova situato sulla normale calata dal centro O 
sulla retta LL'. 

r* 

N. B. Dalla espressione x"=— l risulta che, ogni 

OC 

qual volta la retta LL' , sia esteriore al cerchio nel 
qual caso abbiamo x'>r , il punto B è interiore , 
poiché allora è x"Kr. 

Se , al contrario , LL' ( fig. fò ) è secante alla 
curva , il punto B è esteriore ; poiché abbiamo , in 
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r 

tal caso , #'<r , onde o x">r. 

X 

I problemi che sieguono hanno relazione con quel- 
li delle tangenti, e la loro discussione ci presenta 
alcune circostanze di molto rilievo. 

74. i.° Dato un cerchio OAMB ( lìg. 47 -) e d 
un punto N , debba da questo punto condursi una 
retta in modo che la parte MM.' intercettata da 
cerchio sia eguale ad una retU'i data am. 

Supponiamo riferito il cerchio v due assi rettan 
golari OX , OY , e chiamiamo od , y 1 le coordina 
te del punto N. Indichiamo altronde con z la di 
stanza di questo punto da uno dei punti d’ interse- 
cazione della linea cercata con la circonferenza. 

Avremo le equazioni 


oc'+f=r> 

jr^-j'=a{x — x ') , 


(0 


00 



z’=(a:— x')'+(y— j'j • • • (3) 


( Qui x — x' , y — y' esprimono le differenze fra- 
le coordinate del punto N e le coordinate x, y atte- 
a veriScare nel tempo stesso le equazioni (1) e (a) 
che sono quelle del cerchio e della retta ). 

Ciò premesso per risolvere il quesito proposto ; 
elimineremo prima x ed y fra queste tre equazioni 
per avere un’ equazione in z , a , x 1 , y' , r. Risol- 
vendo questa equazione rapporto alla z , otterremo 
due valori , la di cui differenza, fatta eguale a a m, 
ci condurrà ad un’ ultima equazione in a ed in quan- 
tità cognite x' , y , r, m, e risoluta farà conosce- 
re a , e fisserà perciò la posizione della retta cer- 
cata. Conduciamo ad effetto tutti questi calcoli. 

Se nella ( 3 ) si sostituisce ad y — y' il suo valore 
dedotto dalla (2), si ottiene z’=(x — ; 
d’ onde si deduce. 


t 


a 

tir 
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x — x'~ 


KX'+O 


ed .r=x'-f 


K'C«+«*) 


ei ^' + rur^y 

Sostituendo questi due valori nella (i) , e ordi- 
nando rapporto a z si ottiene 

z+x'’+y’—r'=o (4); onde 

x— ± V[( r * — x'‘)n'-^-iar'x' V’1 

V(,+aO y(,-j-a’) TU 1 ^ J ~ J X 

Denominiamo z' , z* , le distanze NM, NM 1 , 
che altro non sono che i due valori ora trovati per 

z. Avremo 

z'—z"— — - • Xl(r—x'')a’ +iaj'x‘ +/•■ —f *] ; 

wf'* y\} -r a ) 

ma dev'essere, per ipotesi, z' — z l, =ai7». 

Dunque otterremo finalmente per l'equazione del 
problema 

roj^(i +u’)=V [(/•*— 

o , innalzando al quadrato , e ordinando rapporto 
ad a 

(x'*-f -m' — r*)a’ — 2 x'jr ' — ^=0 .... ( 5 ). 

Da questa equazione di secondo grado ne siegue 
che dal punto N possano condursi due rette NM , 
NM' , soddisfacenti egualmente al quesito. 

N. B. Il problema delle tangenti può riguardar- 
si come un caso particolare di questo. In fatti , per 
fissare che la retta condotta dal punto N è tangente 
della curva , basta esprimere che la parte MM' o 
M^M*' della secante è nulla , cioè che abbiamo 
nu^o ; lo che riduce 1’ equazione (5) a quest’ olirle 


t 
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risultato 


C*'*— r*)a*— zx'jr’.a+y'- 


- r'- 


, con quello già ottenuto ( § 66 ). 

7^- Per simplificare la costruzione dei valori del- 
la (5) , supponiamo , ciò che è lecito ; che 1’ asse 
delle x passi per il punto dato N (fig. 48 ). 

In tal caso , abbiamo jr'=o , e 1’ equazione db 
viene 


(*'’+«*— r*>z*=r*— m* ; onde 


■/. 


±V(r*—m’) _ ±h , 

K(x' , +m’—r’) }T(x "—/**) 

( facendo y~ (r*— m')*=h). . . 

Ad oggetto che questa espressione di a sia reale , 
conviene primieramente che sia m<r, o am^ar ; 
ciò che dev' essere , poiché 1 m rappresenta una del- 
le corde del cerchio dato. 

Secondariamente , x '*« — A* o x'’ — /•’-*- m'>o. on- 
de m>y~(r , —x , ‘). 

Quest’ ultima condizione resta sempre adempita 
finché il punto N sia esteriore al circolo ; poiché è 
allora x’>r , e perciò a forziori , x'’ — r'-f m’>ó. 

Ma se il punto N (fig. 4g) fosse interiore ; sic- 
come, guidando NK perpendicolare ad OX, abbiamo 
NK=y(r' — x'*) , ne siegue clic la retta data am 
debba essere minore della corda KK' ; ed in fatti 
questa corda è la più piccola di tuttte quelle che 
possono condursi per il punto N nel cerchio dato. 

Supponendo chi le due condizioni ro<r, 


m>V~(r'—x'') 

restino soddisfatte , si effettui la costruzione del pro- 
blema. r 

Descriviamo sopra OB ( fig. 48 ) una semi-circon- 
ferenza , e prendiamo , partendo dal punto B : una 
corda BI eguale ad m ; nc risulta 

01 =y~(r 1 — 


p 
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Frattanto , sopra ON= x ' descriviamo una semi- 
circonferenza , e portiamo 01 da O in L , e poi 
tiriamo la retta NL. Si deduce da ciò 

me=V(x'’— h'). 

È poi facile lo scorgere che questa retta NLM , 
e la retta NL'M' situata simetricameute sotto OX , 
rapprcseutino le due rette cercate. Poiché il triangolo 
rettangolo OLN ci dà la tangente 

IN . n _ 0 _L_ h 

NirV(x"— A*j ’ 

«ndc tang. LNX=p^^ 

similmente tang. L'NO=-pÌ^-^. 

Il i luogo la medesima costruzione quando il pun- 
to N ò interiore ( lig. 49 )• Soltanto che la corda 
BI o m dev’ essere minore di BO o di r , c mag- 
giore di Nili o di — -r*’) , atteso quanto si è 
detto di sopra. 

76. Osservazione. L’ equazione ( 4 ) alla quale ci 
ha condotti la risoluzione del problema precedente 
(ved. n.° 74 ) dimostra con la massima semplicità 
che due secanti sono reciprocamente proporzionali 
alle loro parti esteriori , ovvero , che due corde 
si tagliano in parti reciprocamente proporzionali , 
secondo che il punto N è esteriore o interiore al cer- 
chio. 

In fatti , si sà che, l’ultimo termine di qualun- 
que equazione di secondo grado è eguale al prodotto 
delle due radici ( t.° i,° p. 182). Avremo dunque, 
chiamando z' , ( fig. 47 ) le radici dell’ equazio- 

ne (4) ( n.° praeced. ) , 

Z'xZ\ o NMxNMWH/’— 
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Il secondo membro di questa relazione essendo 
indipendente da a , cioè dalla costante che fissa 1’ 
inclinazione della retta NM , ne siegue che essa deli- 
ba conservarsi la stessa per qualunque altra secante 
NR condotta dal punto N. Deriva di qui la 

NMxNM'=NRxNR' , 

e perciò , NM :NR ;:NR' :NM' . 

( proprietà già dimostrata in Geometria t.° a. p § 5 o) 

Che se il punto sarà interiore al cerchio , come 
N' , avremo egualmente 

N'MxN'M'=N'SxN'S' , • 

e perciò, N'M :N'S ::N'S* :N'M'. 

Il caso in cui il punto è esteriore vien caratterizza- 
to (§ 66) dalla condizione -y" — r*>o, cioè dalle 

due radici positive ; ed il caso del punto interiore , 
lo è dalla condizione — r*<o ; ed in fatti , 

le due radici rappresentate geometricamente da N'M 
ed N'M' devono essere di segno contrario. 

77. a° Dati due cerchj sopra un piano , con- 
durre una retta a traverso , in modo che le par- 
ti , MM' , NN' ( fig. 5 a ) , intercettate dalle due 
circonferenze , siano eguali fra loro , e ad una li- 
nea data am. 

Vengano riferiti i cerchj a due assi rettangolari , 
uno de' quali sia la linea dei centri , e passi 1’ altro 
per il centro di uno dei due. 

Prolunghiamo poi la retta cercata MN' fino che 
s’incontri in A con la l.nea 00 '. È evidente che 
questa retta MN' avrebbe una posizione determinata 
se si conoscesse la distanza OA ; poiché allora tutto 
consisterebbe nel condurre dal punto A una retta 
AM tale che fosse 





9® . . ... 

va il quesito sarebbe allora ridotto «1 precedente. 
Ciò posto , siano 


OA«=x’, 00 '—d\ onde 0'A=x ' — d ; 

facciamo poi OB=ary 0 , B's=/ / , è chiamiamo A 
la tangente dell’angolo che forma AM con l’asre 
delle x. 

Abbiamo trovato ( § 75 ) 


±h 


essendo h^=y~(r‘ — m*). 


Per altra parte, chiamando a 1 la tangente dell’an- 
golo che forma con OX. una retta AN che soddisfi, 
rapporto al secondo cerchio , alla stessa condizione 


NN'=am , 

e , indicando O'A 0 x 1 — d con x tt , e Y~(r" — nf) 
con h‘ , avremo similmente , 

, ±h‘ ±h> 

a ~~ y~(x u, —h' "j~ V~ [<V— O’— A 1 *]. 

Ma ; dalla enunciazione del quesito , le rette AM, 
AN devono formarne una sola ; e perciò dev’ essere 
a'=a , ciò che ci fa ottenere per equazione del pro- 
blema proposto , 

h ±h> 

y~ (x 1 ’ — h , ) =S y~[(x l — dy—h! *] 

o , togliendo i denominatori cd innalzando al qua- 
drato , 


o 


A’[(V — d)’ — A' , ]=A' , (x'’ — h') , 


sopprimendo il termine comune — 1 Wì'" , 


7t’(x'— d)*=h'’x". 

Da questa equazione si deduce , 

hd 

hfa'+^J^dbh'x 1 , cioè x'~j—j„ 


< 
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e , sostituendo ad h ed hi i loro valori , 

« dyr(r'—m') 

y~ (r'—m') Hf y (r' J —m') 

Questo doppio valore di x 1 prova in generale, che 
esistono due punti A ed A* , da ciascuno de’ qùali 
possono condursi due rette capaci di soddisfare ni 
quesito ; ciò che ci dà in tutto quattro diverse riso- 
luzioni AM ed Am, RA'S ed rA'S. 

Non ci tratterremo da vantaggio su questo proble- 
ma , la di cui costruzione e discussione risulteranno 
colla massima semplicità da quella del problema che 
siegue 

78 . 3.° Condurre una tangente comune a due 
cerchi dati. 

Facciasi nel precedente problema , m=o, cièche 
fìssa la condizione che la retta cercata sia tangente 
ad ambedue i cercbj. Siccome abbiamo allora 

h 0 Y~{r‘ — m*)=r, ed h'^y~(r' — m?)=r'. 
il doppio valore di x' riducesi ad 



L* espressione che corrisponde al segno superiore , 
essendo evidentemente maggiore della seconda , cor- 
risponde al caso in cui i cerchj sono situati da uno 
stesso lato riguardo alla tangente; e , quella che cor- 
risponde al segno inferiore , conviene al caso in cui 
i cerchj sono situati in lati diversi. Si dice nel primo 
caso , che la tangente è esteriore ai due cerchj , e 
nel secondo che è essa interiore. 

dr 

Per costruire il risultato ■„ o (fig. 5r), 

r — r ° 

r — r J :r::d:x ' , conducasi una linea indefinita OL ; e 
presa sopra questa retta, partendo dal punto K una 
par te K 1 I eguale ad O' B' o r' , avremo così 
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OK=r , OHs=r — r'. 

Uniti i punti H ed O' , si conduca dal punto K la 
SA parallela ad HO' , il punto A sarà il richiesto : 

Poiché abbiamo 

OH:OK;:00':OA , o r — r':r:t rf:OA; cioè OA=x L 

Di altro più non si tratta che di condurre dal pun- 
to A le due tangenti ANM, A nm al primo cerchio, 
che tali sono necessariamente al secondo. 

’ dr 

In quanto all'altro risultato x l — 

o r-\-r' :r:: d : x ' , 

basta prendere sulla stessa linea OL , una parte 
H'K eguale ad O'B' ; ciò che ci dà OH l =r-f-r'. 
Guidando poi H'O' e KA' parallela a ÌI'O' , avremo 
in A' una seconda risoluzione del quesito; cioè , se 
dal punto A' si guidino le A'M' ed A ’m' tangenti al 
primo cerchio, lo saranno esse egualmente al secondo. 

La costruzione del precedente problema si deduca 
facilmente da quella dal problema che siegue. 

In fatti , se s’ inscrivano ai cercf’j dati due corde 
CD, cd,(fig. 5o) eguali a a m, e dai punti 0,0' 
si delineino due circonferenze con i raggi eguali alle 
normali calate sopra queste corde , è evidente che le 
tangenti comuni a questi nuovi cerchj saranno tali 
che le parti RUM' , NN' ed RR' , SS' , intercettate 
dai due primi saranno eguali a CD o 2 ’m. 

La discussione di questo problema presenta diver- 
se circostanze che meritano di essere sviluppate. De- 
sa completerà quanto fu detto nel primo capitolo nel 
discutere alcuni problemi generali. 

79. Consideriamo i due cerchj in tutte le situa- 
zioni che può aver 1’ uno rapporto all' altro , suppo- 
nendo sempre che il cerchio del maggior raggio sia 
quello che ha il centro a sinistra ; perchè le circo- 
stanze relative all' ipotesi contraria sarebbero del tut- 
to simili. 

i.° Siano i cerchj affatto esteriori fra loro (fig. 

54 ). 


Digitized by 


g3 

Questa circostanza è espressa analiticamente dalla 
condizione d>r+r' , d’onde, a Jorziori , d>r — r 1 . 


In questo caso , l' espressione x'z 


dr 


r — r 


? che, col- 


dr' 


la divisione , può aver la forma x'z=zd-\ — ,. è e- 

r — r 

videntemente maggiore di ri-f-r' o di OB'. Dunque 
il punto A corrispondente a questo valore di x' è 
esteriore all’ uno e all' altro cerchio , e le due tan- 
genti esteriori possono delincarsi. 

' dr . . . 

L espressione x c=——— f e primieramente mag- 
giore di r o di OB ( perché d>r-f-r' ). 

• • m dr 1 1 

Altronde può ricever la forma x?=d e dal- 

T -TT > . , 

« dr^ 

Tesser rf>r+r', ne risulta , >r' ; dunque x’ è 

r-f-r 

minore di d — r', o minore di OC'. Perciò il punto 
A' , corrispondendo al secondo valore di x' si con- 
serva ancora esteriore ai due cerclij , e ci abilita a 
condurre le due tangenti interiori. 

La prima circonstanza offre dunque quattro risoluzioni. 
Nel caso particolare di n=r' (fig. 53 ) T espres- 
sione x= - i si riduce ad x 1 = ~ : cioè il punto 
r+r a 

A' è il mezzo della distanza 00* dei due centri. 

dr . , dr 

L’espressione — T diviene — o infinita; e 


ciò significa che le due tangenti esteriori sono paral- 
lele alia linea dei centri. 

Questi risultati ricevono dalla figura una facile spie- 
gazione. 


i 
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a. 0 / cerco; possono toccarsi esteriormente ; o, 
in linguaggio analitico, può aversi ( fig 54 ) 

ds=r+r' ; cioè rf>r — r' , 
dr dr ‘ 1 

Il valore x'=- — =e?+- — è maggiore di d~\-r' 

o di OB'. Perciò esistono le due tangenti esteriori, 
essendo il punto A esteriore ai due cercò j. 

dr 

Ma il valore x'= — — -, , riducendosi ad x'=r, 
r+r 

ci prova che le tangenti interiori si confondono in 
nna sola LL' > 

Il problema non ammette dunque allora che tre 
risoluzioni. 

3. Q / cerchj possono tagliarsi. Questa circostan- 
za viene espressa ( $ 55 ) dalle due condizioni 

d<r+r ' , <f>r — r*. 

x » • dr , dr* 

L espressione x*= p=a-f- • ■ ■ » e maggiore 


r — r 


di cty-r* o di OB’ ; perciò esistono le due tangenti 
esteriori. 

dv 

Ma 1’ espressione x'c=-— — - è minore di r; dun- 
que il punto A‘ è interiore al cerchio che ha il centro 
in O; perciò non possono condursi le tangenti in- 
teriori. 

Il quesito non ammette dunque , in questo caso , 
che due risoluzioni. 

4 . 0 / cerchj possono toccarsi interiormente ; ciò 
che. esige che sia , ( fig 56 ) , d=r — r ' , cioè 

c?<r+r* . 
dr 

Il primo valore ce's = 1 si riduce ad *'=r 

r — r 
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o i'c=OB; dunque le due tangenti esteriori si con- 
fondono in una sola LL* . 

11 secondo x’c= — è minore di r, attesoché 
r+r' 


d<r+r' ; 


dunque non esistono tangenti interiori. E perciò il 
quesito non è capace che di una sola risoluzione., 
5 .° Finalmente , i cerchj possono essere interio- 
ri l'uno all' altro senza toccarsi. Questa circostan- 
ca è espressa da — r* , ed, a forzieri , <£<r-|-r'. 


I due valori x'= 


dr 

r — r* * 



( % $7 ) 


sono ambedue minori di r. Perciò, in questo ca- 
so , non vi è alcuna risoluzione possibile. Il $ 79 
può riguardarsi come una estesa dimostrazione dì 
quanto fu accennato in Geometria ( t,** a . 9 § 54 )• 

Deve rimarcarsi che le circostanze nelle quali ces- 
sa il problema di ammettere quattro risoluzioni, non 
corrispondono a verun risultato algebrico che sia as- 
surdo in se stesso , come lo sono le espressioni ima- 
gi narie nelle equazioni di secondo grado. Ciò proviene 
perché il problefha proposto dipende da un altro ( con- 
durre per un punto dato una tangente ad un cer- 
chio ) , il quale , per esser suscettibile di risoluzione, 
esige ‘già (§66) che i dati sodisflno a certe condizioni. 

La discussione del problema § 77 coincide con 
questa , con la sola differenza che ai raggi r, r' 
devono essere sostituite le quantità h , h * , 


0 y(r’-m'), 

Queste ultime due espressioni provano che biso- 
gna primieramente che sia m minore del più piccolo 
dei raggi r ed r 1 . E questa è una condizione che 
deve aggiungersi a quella della precedente discussione 
80. Per esercizio di calcolo ci proporremo di tro- 
vare la dimostrazione del seguente teorema : 


■V - 





% 


gG 

Tre circonferenze di cerchio essendo delineate 
sopra un piano , se , riguardandole due a due , 
si condurranno loro delle tangenti comuni tanto 
esteriori che interiori ; i punti d’ incontro di que- 
ste tangenti con le linee dei centri saranno tre 
a tre in linea retta. 

Siano O , O' , 0“ ( fig. 58 ) i centri delle tre 
' circonferenze; A, A', A* , a, a 1 , a“ i punti ove le 
tangenti esteriori ed interiori tagliano le linee dei centri: 
i.° A, A* , A" sono in linea retta; 3. 0 lo stesso 
accade di 


A , a“, a* J A' , a» , a j A» , a‘ , a . 

Ecco gli elementi necessarii per risolvere il quesito. 
Denominando r , r* , r" i raggi rispettivi dei cer- 
chj che hanno i centri in O, O , 0 “ , e d , d L , 
d" le distanze 00 * , 00 * , 0 * 0 “ , si è trovato (§ 78 ). 


0A= 


dr 


=7’ 


onde 0'A=- 


Oa= 


dr 


r+r 


onde 0' a=d — 


dr dr * 

r+r‘ r-fr* ’ 


Cosi si troverebbe 

d'r d'r a _ , dV _ . d! r" 

0A = W> 0 A c= r T=^, 0a '« 


ed 

T)'A"e 


d'r* 


=P=7« « 


Con questi dati potrà fissarsi la posizione dei pun- 
ti A, A* , A" , a, a, a", rapporto ai due assi 
per poi dedurre ( § 37 ) i rapporti delle differenze 
fra le coordinate di questi punti. Osserveremo tut- 
tavia cha la scelta degli assi non si rende indiffe- 
rente alla semplicità dei calcoli. Dalla figura viene 
indicato uno dei sistemi più convenevoli; l’asse del- 
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le adisse h la linea dei centri 00' , e 1* asse del- 
le ordinate , una parallela ad O'O" , condotta dal 
punto esteriore A. 

Basta , infatti , di dimostrare la proposizione per 
i punti A, A', A", ed a, a', a"; cièche può far- 
si , provando che 

A'P' _ A" 0 ' , a'p' A" 0 ‘ 

AP'“ AO' • À/"~ AÒ 7- 

81. Daremo fine a questo capitolo conia risolu- 
zione di alcuni problemi indeterminati. 

Problema i .° Dati due punti A e B, si richie- 
de un terzo punto M ( lig. 59) tale, che unendo- 
lo coi punti A e B , la somma dei quadrati delle 
distanze AM , BM sia -eguale ad un quadrato 
dato m‘. 

Primieramente c'evidente che il quesito è inde- 
terminato , poiché; chiamando z, z' le [distanze AM,. 
BM , si ha per unica coalizione m 1 . 

Ciò posto, diamo a z un qualunque valore • , 
e ne risulterà per z' il valore corrispondente 

*'= V ( )i # • 

e se dal putito A come centro con un raggio egua- 
le ad m si descriverà una circonferenza , e dal pun- 
to B come centro , con un raggio eguale a 

VC-»’-.’), 

si descriva un’altra circonferenza, i punti M „ M' 
ove queste due circonferenze si tagliano, soddisfano 
alla enunciazione del quesito. 

Sia ancora z = a' , per dedurne 1* equazione 

ed ottenere due nuovi punti M" , M"'; e così in 
seguito. D’ onde si vede «die esiste una infinità di 
punti capaci di verificare 1’ esposizione. 

Si rileva nel tempo stesso elle il luogo geometrico 
P . y 1 q 


93 . 

di tutti questi punti è uua curva limitata in 
tutti i sensi ; poiché i’ addotta ' equazione dan- 
doci z = VC ™* — z ' )t c z’ -=\J {ni 1 — s J ) , nc sie- 
guc che veruna distanza z, z' possa essere mag- 
giore di m 

Deve adesso trovarsi 1’ equazione di questa cur- 
va , cioè ( § 4 1 ) una relazione fra le coordinate 
di ciascuno di questi punti riferiti a due assi fissi . 

Ma per la scelta del sistema più semplice , fa- 
remo uua nuova osservazione , cioè che questa cur- 
va è simetrica rapporto ad AB ed alla perpendico- 
lare OC innalzata dal punto medio O di questa retta. 

Ciò è evidente riguardo ad AB, attesa la costru- 
zione indicata poc'anzi, poiché i punti IVI cd M' 
restano situati uella stessa perpendicolare ad AB , 
e ad cgual distanza da AB. 

In quanto ad OC, siano due punti M ed M" 
situati in uua stessa retta MM" perpendicolare nd 
OC , e tali che sia MQ=M"Q. 

Si conducano le perpendicolari MP , M"P". Sic- 
come OP=OP" ed AO=OB, ne risulto AP=BP"; 
abbiamo poi MP=M"P"; e perciò i due triangoli 
rettangoli APAI , BP"M'' sono eguali , c danno 
AM=BM".Si proverebbe egualmente cheBM=AM". 

» ■ ■- 'J — ■ — 1 

Dunque se AM" +BM —mr, dovrà essere ancora 
AM r,a +BM"’=m\ 

Dopo ciò , prenderemo per sistema d’ assi le ret- 
te AB cd OC. 

Chiamiamo x ed y le coordinate di un qualun- 

3 uc punto M della curva , 2 a la distanza AB , ou- 
c OA=BO=(i. 

I due triangoli rettangoli APM, BPM ci danno 
f-tfx+ay^z 1 . ... (i) 

/+(*-«)’= 2 '* ... ( 3 ). 

Abbiamo pi i già trovalo fra z e. z' la relazione 


I 
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aM****-— m . 3 . . . : (3); 

0 se , fra queste tre equazioni che esistono per 
qualunque punto della curva , si elimini z e z' , 

1 equazione che risulta in x , y , esisterà egual- 
mente per questo punto , e sarà perciò l* equa- 
zione della curva. 

Addizionando le equazioni (i) e (a) , e poi so- 
stituendo a z 3 +s' a il suo valore /«% otteremo 

(.r-J-a) ’+/*+(•* — a ) m 3 , e riduccndo 


y+x'. 


m — aa 


• ( 4 ). 


Questa equazione è evidentemente quella di una 
circonferenza di cerchio con il centro all’origine O, 


771° 2(j a I 

e con il raggio r=V( )=— V[ 2 ( n * 1 — sa )] 

2 3 

Per costruirla, descrivasi sopra OB il quadrato 


OBGH; c sarà 0G J =aa a , cioè O G—a\fi. Dal 
punto O s’ innalzi ON normale ad OG, e dal pun- 
to G come centro con il raggio m , descrivasi 
un’ arco di cerchio che tagli ON nel punto F ; ul- 
timato il quadrato OF1K , dal triangolo rettangolo 
OFG avremo 


GF J =FG J — 0G’=m 3 — 2 a 1 ; onde 01 a =n0F 3 
= 2 ( m 3 — 2 a 3 ) ; 

dunque OL , metà di 01 , è il raggio cercato; poiché 

0L= VlX^I-aa’)]. 


Dunque la circonferenza descritta dal punto O 
come centro con il raggio OL è il richiesto luogo 
geometrico. 

N. B. La linea data m ha evidentemente per mi- 
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liimo o\Jt , ossia , la diagonale OG del quadrato 
descritto sopra Olì ; ma non lia massimo , perchè 
può ricevere uu valore così grande come si vuole. 
Perciò , il diametro DD' che , nella figura attuale, 
è minore della distanza AB , può essere maggiore 
in altri casi. 

Per sapere in quali circostanze questo diametro 
è eguale ad AB o ia , basta fare 

-’VK'» 5 — : 

ciò che ci dà a(m J — , o am J =8a’ ; dunque 
m =4fl a cd ni 

Sia m=a \/ a ; nc risulta r=o ; e la curva si ri- 
duce ad un punto che altro non è che % origine. 

8a. Vati due punti A , B, determinare uri al- 
tro punto M tale che la differenza dei quadrati 
delle distanze A M , BM sia eguale ad un qua- 
dralo m' 1 . 

Con ragionamenti analoghi ai già fatti nel pro- 
blema precedente si proverebbe che il quesito è 
indeterminato , e che il luogo geometrico è sime- 
tricamente situato rapporto alle due rette AB , OC 
( fig. 60 ). 

Ma questo luogo geometrico dev* essere una linea 
indefinita , perchè , avendosi P equazione di condi- 
zióne 

AM* — BM a = m*, cioè AM=y(m J -fBM a ) , 

può darsi a BM uu valore così grande quanto si 
vuò e sempre ne risulta per A^ un valore reale 
corrispondente. 

Ciò posto , prendiamo AB ed OC per sistemi 
«F assi , e chiamiamo sempre ia la distanza AB, 
z , z' le distanze AM c BM, x , y le coordinale 
del punto M riferite a questi assi. Avremo prima, 
come nel precedente problema , le equazioni 
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y +(*+n )' 1 =z ' 1 . .. . (i) , 

y+(x— a) a =z ri . . . ( 2 ), 

In quanto all’ equazione di cond izione di sopra , 
osserviamo die , per tutti i punti , posti a destra 

di OY , abbiamo AM > BM , cioè AM 1 — BM >0 ; 
ma che per quelli posti a sinistra abbiamo al con- 
trario AM <BM, cioè AM J — BM < o; dunque la 
differenza dei guadrati, ÀM a — BM , deve esprimer- 
si con i e darci z 3 — 2 ' a =+ m 3 . .. .(3). 

Se , fra queste tre equazioni che hanno luogo per 
un qualunque punto della linea cercata, si elimini s 
c z' TT^ffquazione in x , y che si otterrà sarà 1* e- 
quazionc di questo luogo geometrico, Ora , sottraen- 
do la ( 3 ) dalla ( 1 ) e sostituendo as 1 — il suo 
valore si trova 4 a x=+/n 2 ; d’onde si deduce 



Questa equazione, non racchiudendo più la varia- 
bile y t rappresenta ( § 4^ ) il sistema di due rette 
parallele ad OY , e condotte ad eguali distanze 
dal punto O. 

Per costruirle, prendiamo sopra OB = a , una 
distanza OF=— , c sopra la perpendicolare OY' 

una distanza OH= — . Condotta la Bll , c dal 


punto F la FG parallclla a Bll, avremo OG= — . 

Non si tratta ora che di guidare OG da O in 1', e poi 
di condurre per | punti 1 ed I' le rette ili , 1 G 
parallele ad OY. 


1 


103 

La quantità m può ricevere tutti i valori possi- 
bili da o fino all' infinito. 

Sia m=o, ne risulta x = o, e le due rette 
IL, l'L* si confondono in una sola che è l’asse del- 
le Y. 

In fatti da un punto qualunque C di questa ret- 
ta , risulta 

AG a =BC 3 , onde AG — BC a =m’=Q. 

±4 a* 

Sia m— a a ! si trova x— — ; = ■+• a : e le 

4n — 


due rette si confondono con le perpendicolari innal- 
zate dai punti A e B. 

Per /n>3rt, queste rette saranno poste a destra 
e a sinistra sul prolungamento della retta AB. 

53. Problema 3.° Dati a due punti A. e Ritro- 
vare un' altro punto M ( fìg. òt ) tale che u- 
nendolo con i punti A e B, t angolo AMB , for- 
mato da queste due linee di unione , sia eguale 
ad un angolo dato v. 

Prendiamo per assi e la retta che congiunge i 
due punti A e B , e la normale innalzata da O 
punto medio di AB. E la disianza AB denominia- 
mola a x' . 

La retta BM, sottoposta a passare per il punto 
B che ha per coordinate ( y=o , x~x' ) , ha per 
equazione jr=a ( x — x' 

Così abbiamo per 1* equazione della retta AM 


j=sa' ( x+x' ) . . . . (a) 

( attesoché 1* ascissa OH è esj r ssa da — x‘ ) ; e 
siccome vuole il qaesito che queste due rette for- 
mino 1* angolo dato v , perciò le quantità a , a’ so- 
no legate fra loro dalla relazione 


a — a 
\+aa' 


~ tang v 


(3). 
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Dando ad a un Valore del tulio arbitrario , ciò 
che fisserebbe una delle posizioni della retta HM , 

• si dedurrebbe dalla Ci) un valore corrispondente 
per a 1 , ciò clic fisserebbe anche una posizione par- 
ticolare alla retta A Al ; ed il punto d’interseca- 
zione di queste due rette apparterrebbe al richiesto 
luogo geometrico; ma se fra le equazioni (i) e (a) 
e (o) che hanno luogo nel tempo stesso per un 
qualunque punto M del luogo geometrico , si eli- 
mini a ed a' , l’ equazione risultante in x ed y 
sarò necessariamente l’ equazione di questo luogo 
geometrico 

Ora , per effettuare l’ eliminazione, basta di rim- 
piazzare nella equazione (3) le quantità a ed a' con 
i valori dedotti dalle equazioni (i) c (a). Cop tal 
sostituzione si ottiene 

-*7 ' j ,* -tpoi'tV 

y 


X — x‘ 


T-\-x' 


tang o. 


’ ar a — . 


Il 


onde , togliendo il denominatore e riducendo , 




tang v 


y —x”=o 


( 4 )» - 


equazione di una circonfereuza il di cui centro (§ 47) 


ha per coordinate , p=o , q— 


( x r> -\- r— — 7 = . X ' 


x 


y e pe r raggio 


lau g? ... ... 

V ( > + tang 1 u) 


tang ‘v tang V 

Ma siccome l’ipotesi y=o ci dà x 3 — x'^zuo^à’ ondo 
x= x' , ciò clic prova che il cerchio passa per 
i punti A c B , perciò si vede che il-cerchio sarà 
del lutto determinato, quando .verrà costruita, so* 


j 


* 


io4 

pra OY , 4’ espressione q =- , poiché allora il 

centro avrà una fissata posizione. 

Fatto nel punto B un’ angolo ABL eguale alF 
angolo dato ; e poi innalzata da questo punto la 
BI normale a BL , il punto 1 d’ indetcrsccazionc 
con OY sarà il centro del cerchio. 

In fatti , il triangolo rettangolo O B I ci da* 
( trigon. § a6 ) 

01 = OB tang OBI = OB col OBL=-fl- 

Questa costruzione è evidentemente ausila’ che 
n trova negli elementi di Geometria t° i. a § 

Discussione. Finché l’angolo v sarà acuto 

tang v 

sarà positivo ed il centro del cerchio sarà situato 
sopra la retta AB. Ma se P angolo v è ottuso, sic- 

ve* 

come la tang v é allora negativa , tale sarà ' 

ed il centro si trova posto sotto AB. 


Sia o = ioo°, sarà tang v— co , ed = o ; 

; tang v 

1’ equazione (4) si ridurrà ad .r , e rap- 
presenterà una circonferenza descritta sopra AB co- 
me diametro. 

Sia ancora v~o , onde tang v=o ; le espressioni 


x j x ' . / 

qss ed r = -r- V ( 

tangy tang v> 


+ tang °v) 


divengono infinite , ed anche il cerchio é di una 
grandezza infinita. 

Deve ancora osservarsi che tutti i punti della 
parte superiore AMB della circonferenza data dal- 


I 
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1’ equazione (4) soddisfano alla espressione del que- 
sito ; ma che per la parte inferiore AM'B , non è 
più 1 ' angolo AM'B, ma il suo supplemento AM'li 
che è eguale all’ angolo dato. 

Abbiamo infatti per quest’ angolo 

AM'H=M'AB+ABM' ; onde (t° 3 ° § 108) 


tang AM'H=- 


tang M'AB-f- tang ABM' 
— tang M'AB. tang ABM' 


ma tang M'AB= — tang KAX= — a' ; 


j 


tang ABM'= tang H' BX=a; dunque 


tang AM' li = 


— a'+a 
i+au' 


a — a' 
i -\-aa' 


♦ 


E cosi l’ equazione ( 3 ) resta addempita per que- 
st’ angolo. 

84. Conclusione generale per i problemi inde- 
terminati. 

Riflettendo al modo con cui sono stati risoluti i 
tre precedenti quesiti , si scorge che, per ottenere 
l’ equazione di un luogo geometrico, convieu dar 
principio collo stabilire le equazioni fra le coordi- 
nate x ed y di uno qualunque de’ suoi punti, e fra 
le altre quantità che variano con la posizione del 
punto. Il numero di queste equazioni dev’ essere 
minore di un ’ unità del numero totale delle varia- 
bili , compresavi x ed y. Una volta che siano for- 
mate queste equazioni si eliminano le variabili, ad 
eccezione di x ed y, e la risultante equazione è 
la richiesta , perchè esprime una relazione fra 
le coordinate di un qualunque punto della curva , 
e fra le quantità note. 

Dobbiamo tuttavia avvertire di scegliere gli assi 
addottati alla semplificazione dei calcoli , ed alla 
facile costruzione dei risultati. 




t 
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Se, per cs., nel precedente problema, si prende >- 
sero i dne assi in una qualunque situazione rap- 
porto ai due punti A e B , le equazioni sarebbero 

y-y'^X-x'), 7 "=a'(x-x"), -^',**.0 V 

ed , eliminando a ed a' 

y-y - J-r" 

X — x' X — x“ 

— 7 T\> TT^ lan g V *, 

(j—jXr—r") b 

1 ’ (x — x')(x — x") 

0 , riducendo rapporto ad y ed x , 

X I ~\~X I< Y* - y" 

r’+x* — )r — (x'+x "— — ).£• 

tang v taug v 

r' r " .y 

+x'x"+r'r"+ Xr = o. 

J J tailg v 

Benché si scorga che questa equazione appar- 
tiene ad una circonferenza , pure la determinazio- 
ne del centro e del raggio non è così facile, c non 
sarebbe piccolo l' imbarazzo se si volesse coi risul- 
tati effettuare la costruzione indicata di sopra. 

Possiamo affermare pur anche che la diflicollà 
principale che si presenta nel risolvere i quesiti con 

1 principi della Geometria analitica , consiste nella 
scelta degli assi. 

Bene spesso , le equazioni da stabilirsi si ridu- 
cono primieramente a quelle di due linee rette o 
di due circonferenze i di cui punti d’ inlersecazio- 
ue appartengono al luogo geoinetrio che si cerca 
( queste equazioni racchiudendo oltre le coordinale 
x, y, due altre quantità che variano con la posi- 
zione del punto ) ; secondariamente , si riducono 
ad una relazione Ira questo due ultime variabili , 
la quale è presentata immediatamente dalla esposi- 


io 7 

sizione. Ne abbiamo ile gl» eseinpj nei precedenti 
problemi. 

Nei due primi, la M ( fig. 5g e 60 •) è deter- 
minata dalla intersecazione delle due circonferen- 
ze aventi i loro centri in A, B, e per raggio a, a'; 
queste variabili sono poi legate fra loro dalla re- 
lazione. 

z’+z ' 3 = i»’ o z 1 — z' a = ± m\ 

Nel terzo , il punto M è datp dalla interseca- 
zione di due rette che passano per i punti A, 13, 
e le variabili a, a 1 , che entrano nelle loro equa- 
zioni , sono connesse fra loro dulia relazione. 


a — a 1 
1 -f-ua* 


= tang v. 


* 


Tuttavia può accadere che il numero delle varia- 
bili da eliminarsi sia più considerabile , come può 
vedersi nell' esempio che qui addurremo per ultimo. 

85. Dato un cerchio ed un punto B , ( fig. 6 a ) 
sopra un piano , se per questo punto si guidi una 
qualunque retta KK' che incontri la circonferenza 
in due punti M , M' , e se da questi punti si con- 
duchino le tangenti MN , M'N , si richiede il luo- 
go di tutti i punti come N , ove questa tangenti 
s‘ incontrano. 

Prenderemo per asse delle x la retta OB con- 
dotta dal centro al punto dato ; e per asse delle y 
la normale innalzata dal punto O. 

Siano x , y le coordinate del punto N , x' cd 
y' le coordinate del punto M , x" ed y" quelle 
del punto M' ; x' , y , x" , y" sono quantità che 
variano con la posizione della retta KK' , e perciò 
con la posizione del punto N. Sia * la distanza 
OB , ed r il raggio del cerchio. 

Ciò posto , abbiamo ( § 70 ) per le equazioni 
delle due tangenti la di cui intersecazione ci dà un 
punto del luogo geometrico 
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y/'+ xx " s = r* . 

Siccome queste equazioni racchiudono quattro 
variabili da eliminarsi , ci si rendono necessarie 
( § 84 ) tre altre equazioni. 

.n prima, i punti x\ y‘ ed x" trovando- 
si sulla circonferenza , ci danno le relazioni. 

/ 3 + x' a =r a . ... ( 3 ) 

« 

/' a +x" a =r a . . . . (4). 

Di più , dobbiamo esprimere che la retta K K' 
passa per il punto B. Ora, l’equazione della retta 
condotta dai due punii x' , y' , x' , y" , avendo 

( S 18 ) la forma y—f— 7 ~y Y „ ( x — x‘ ) 

X 1 ■ Jl 

per esprimere che il punto B trovasi sopra questa 
retta, convien fare y—o ed x=zx , onde avere la 

nuova relazione]— j'— ■ - ■ J (a — x' ) . . . (5). 

E queste sono le cinque equazioni fra le quali de- 
ve eliminarsi x‘ y y\ x" , ?•". 

Si sottragga la (i) dalla (a), ed avremo 

r(r'~-y")+x(x'—x")=o, cioè é= - — . 

X —X y 

y' y" y' 

Per altra parte dalla ( 5 ) abbiamo ^ , 7 = — i— 

v ' x — x x-x 

Dalla eguaglianza di questi due valori avremo 

— y‘ 

=3 - — -7 , o XX '+//— * a: = o , 

ma abbiamo già xx' +yy' =r a , 

1 ' 
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dunque r 1 — % jk= o, e perciò x ss — . 

Questa equazione colla sola x rappresenta una 
parallela all’asse delle y co adotta da una distanza 

r a 

dal centro , indicata da — 

• a 

Finche il punto B sarà interiore al circolo , la 
quantità sarà maggiore di r, ed il luogo geo- 

A 

metrico LL' sarà esteriore al circolo. 

. Avrebbe luogo il contrario se il punto B fosse 
esteriore. 

Questa proposizione può riguardarsi come la re- 
ciproca di quella dimostrata al § 73. 

N. B. Deve osservarsi che , nella eliminazione, 
non ci siamo prevalsi delle equazioni ( 3 ) e ( 4 ) '» 
attesoché le equazioni (1) e (a) racchiudono im- 
plicitamente queste due relazioni ( ved. § 67 ) . 

CAP. H. 

DELLE CURVE DI SECONDO GRADO. 

§ I.° Trasformazione delle coordinate. 

86 . Introduzione. In questo capitolo e nei due 
seguenti ci proponiamo di far conoscere la natura 
e le proprietà delle curve espresse analiticamente 
dalle equazioni di secondo grado a due variabili. 
Ma ci si rende necessario il risolvere avanti un 
quesito che deve riguardarsi come uno dei più im- 
portanti della Geometria analitica : e questo è quel- 
lo della trasformazione delle coordinate. 

Riguardando le equazioni della linea retta e del 
cerchio sotto 1 ’ aspetto delle diverse situazioni che 
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queste lince possono avere rapporto ai (lue assi , si 
scorge che una linea medesima può essere rappre- 
sentata da una equazione più o meno semplice , 
secondoclie è più o meno semplice la sua posizione 
riguardo agli assi, e secondo che gli assi stessi so- 
no rettangolari o obliqui. 

Così, l’equazione la più, generale della retta es- 
sendo y~z=ax-\-b , ( quella di una retta che passa per 
l’origine, h x=ax, avendo a in ambedue le equa- 
zioni un diverso significato , secondoche gli assi so- 
no rettangolari o ohhliqni. L’equazione di una pa- 
rallela ad uno degli assi è x—a , o y — b. 

Così , 1’ equazione più generale del cerchio è 

(x— p y+(j—q ) a -fa (x—p){r—<l) cos /3 =f*_ 

mentre che quella del cerchio , riferito ai due assi 
rettangolari condotti dai suo centro, è x -f y a =r r 2 . 

Si vede dunque che , quando la pospone di una 
curva sia già fissata sopra un piano per mezzo di 
una equazione , qualora uno si avveda che questa 
curva sarebbe in una situazione più semplice rap- 
porto a due nuove rette di quello che lo sia rap- 
2 >orto agli assi primitivi , sarà opportuno , per fa- 
cilitare la ricerca delle sue proprietà , di procu- 
rare di dedurre 1’ equazione della curva riferita 
piuttosto ai nuovi assi invece della equazione della 
stessa curva riferita agli assi primitivi. E questo è 
1’ oggetto che dobbiamo proporci nel problema 
della trasformazione delle coordinate , problema che 
può enunciarsi col dire : Data l’ equazione di una 
curva riferita a due assi qualunque , trovare 
l’ equazione della stessa curva riferita a due nuovi 
assi. 

8q. Siano AX , AY ( fig. 63 ) due rette, rap- 
porto allei quali una curva MM'M" . . . resta fis- 
sata di posizione per mezzo dell’equazione 
ed A'X' , A'Y' due nuovi assi di una situazione 
riconosciuta più semplice riguardo alla curva. De- 
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nominiamo x,y lo coordinate AP, PM di un qua- 
lunque punto M della curva riferiti agli assi pri- 
mitivi , ed x' ijr' Je nuove coordinate A'P', MP'. 

Se si giungerà ad esprimere x , y in funzione 
di x\ y' c delle quantità note, di altro non si 
tratterà clic di sostituire questi valori nella equa- 
zione di sopra, ed otterremo l’equazione richiesta. 

Per trovare questi valori, si guidino A'X"cPH 
parallele ad AX, poi A'Y" e P'K parallele ad AY. 
prolungando A'Y" fino che incontri AX in B. 

Facciamo poi AB=a , A'B= b , X'A'X"=* , 

Y'A'X"= *' ed Y"A 'X"=»/J; 

a , b sono quantità note , poiché non sono che le 
coodinalc della nuova origine , che si suppone da- 
ta di posizione rapporto agli assi fissati primiera- 
mente. Lo stesso deve dirsi degli angoli », »' che 
ciascuno dei nuovi assi forma con il primitivo asso 
delle x , c dell’ angolo /3 che è eguale all* angolo 
YAX degli assi primitivi. 

Ciò posto , la figura ci dà chiaramente 

AP o x sa AB+BP= rt +A'K+P'II, 

MP o y- AB+ML=£+P'K+MH ; 
cosichè , tutto consiste nel determinare 
A'K , P'K, P'H , ed MH. 

Ora dai triangoli A' P' K , MP'H , per il prin- 
cipio di trigononomctria ( t° 3° § lag ), ab- 
biamo 

i.° A'K : A'P' : : scn A'P'K : scn A'KP' 

è 

o , attesoché A'P'K=P'A'Y" t =/3— », cd 
A'Kr'c=A'LM=aaoo 0 — MLX"=aoo° — /3, 
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A'K: x' : :sen ((3 — *):sen p, onde A'Kt= J -^ en ^ ,*? ; 

v ' ’ sen p 

a. 0 P'K:A'P'::scnP'A'K:senA'KP',ondeP'K 


r sen» 
sen P 


3. ° P'H : MP' : : sen P'JIH /sen B'UM , 

o , attesoché P'MH=Y'A'Y''=i s — *'» c 

P'HM»A'LM=30o°— *, 

P'H: y : : sen ( p — % ) : sen p ; onde p 

p»u__ y scn ( ^ a ) 

sen p 

4. ° UH : MP' : : sen MP'H : sen P'HM 


MII=‘ 


y 


sen * 
sen P 


Dunque , ponendo questi valori nelle espressioni 
di x , y , otterremo 

x 1 sen (/3 — *)+/' sen (/3 — a') 

x {-a, 

scn p 

a?' sen »+ r' sen * 

y= 




sen p 


+b 


Sono queste le forinole più generali della tra- 
sformazione delle coordinate , dalle quali é facilo il 
dedurre le forinole particolari corrispondenti a tut- 
te le posizioni della nuova Origine ed alle diverse 
direzioni dei nuovi assi rapporto ai primitivi , dan- 
do ad a , b valori convenevoli positivi o negativi , 
ed agli angoli * , *' tutti i valori da o fino a 


200 . 


In quanto all’ angolo (5 , sarà questo sempre da- 
to a priori , essendo I’ angolo degli assi primitivi. 
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Ci basterà di indicar qui i casi principali. 

88. t.° Caso. Fra tutti è il più semplice quella 
ove i due nuovi assi sono paralleli ai primitivi ; 
cioè conservano gli assi la direzione medesima , 
mentre la sola origine è differente. 

In questo caso, sarà *=o, ed *' = /3 , ed avremo 

•' ■ ■ • ' . ■ i - “ y 

sen(/3 — «) = sen/3, scn (fi — *‘)=o, scn *=o, 
scn = scn fi ; e perciò , le formole si riduco- 


no a 


x ’+a ) 

(j r =y+ 6 ) 


(»)• 


Verificandole direttamente con la figura si vede 
che , ( fig. 64) , AF=AB+A'P'=n+*' , 

MP= A'B +ftp' =a+/. 

8g. a.° Caso. Si richiede di passare da un si- 
stema rettangolare ad uno obliquo. 

In questa ipotesi , basta fare (fig G5 ) /S=ioo", 
cioè sen fi= i , sen . ( fi — * )= cos * , e 

scn ( fi — *' ) = cos , e le formolo 

, ’ I 

J 

j. ( x — x' cos *+r' cos*' -4-a ) 

6 (jr = x sen sen * t b ) v y 

go. 3i° Caso , di maggior uso; Passare da un 
sistema rettangolare ad un sistema parimenti ret- 
tangolare. 

In queslo caso ( fig. 66 ) c fi = ioo°., 
a o Y'A , X , '=Y'A'X'+X'A r X B = ioo 0 +*,onde 

sen fi = i , sen ( fi — * ) = cos » , 

sen (fi — *')= scn ( ioo° — ioo°— *)= — sen * , 

t. r. s 
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scn*‘=sen( ioo°+*)=cos * ; 

/ 

ed abbiamo per formolo corrispondenti , 

cos *— -j' sen a -fa) _ _ . <4) . 
j=x sen «+J cosa+o) 

N. B. Quest’ ultimi caso può dedursi dal secon- 
do , col farvi sJ, tanto «==101*®+», ottenendosi così 
cos a‘= — sen * s e sen *'= co.t ot. , 

gì. 4." Caso. Da un sistema obliquo passare 
ad uno rettangolare. 

Basta fare nelle forinole generali ( fig. 67 ) 

*' o Y'A'X"=ioo 0 +* ; onde sen *'=cos * , 

* sen (f — x')=»seTÌ((S — ioo° — *) 

. • **H • . -v s • 

= —sen [ 1 09 °—{P — * )]= — cos (/*—*) 

Le forinole divengono allora 

x'sen(p — «) — f cos (z 3 — *) 

x — * r a 

sen/ 3 


x' sen « + f cos « 

y— Yp 

J sen ,3 


( 5 ) 


Benché ciascuno dei tre ultimi sistemi possa ot- 
tenersi direttamente dalla figura , ci basterl di rin- 
tracciar quello chi» corrisponde all’ultimo ca^. 

Dai punti A' e P' si suppongano sempre condotte 
le A' X" , P' H parallele' ad AX, e poi le A'Y", 
P'K parallele ad AY : 

Da questa costruzione risulta 

AP o x s=s AB-f-A'K — PH, 

MP 0 j-= A'B+P'K+MII. 

Si trova prima , come nel problema generale , 
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A'K= ZJ2l£=L> „ P'K; 


x sen « 


scn fi . sen /* 

Per allra parte abbiamo dal triangolo MP'H 
t.° P'H : MP' : : seo IIMP' : sen MHP* ; o , siccome 

IIMP'=Y' A' Y“=Y’ A'X' — Y*A'X'= i oo°— {fi— *) , ' 

P k H : V :: cos(£ — t*): sen ^jonde P'He*s ■ C ° — ! — 

J sen fi 

a. 0 MH : MP' : : sen MP'H: sen MHP'; ma 

MP' H=MP'A'— HP'A'=ioo°— X'A'X"c= i otf— a-, 

y cos * 


perciò , MH :y' : : cos et : sen p \ onde MH= 


sen fi 

x' sen( p — »)-y'cos(p- - ») 


Dunque finalmente< 


sen^s 


\~ a i 


x' sen * -j- y‘ cos * 

^ ’ 


sen fi 


Nel a. 0 e 3 .° caso, i triangoli A'P'K , MIIP' ret- 
tangoli rendono più. facile la determinazione delle 
rette A'K , P'K , P'H ed MH. 

93. Finalmente se, nelle formolc generali, e f .n 
quelle che ne sono state dedotte , si supponga a=o, 
e 0 =o, si otterranno nuove formolircorrispondenti al 
caso in cui vuò cangiarsi la sola direzione degli 
assi, senza variare la loro origine. 


1 cos*— /'sen *, 

a 


.z==x'cos*-j-/ r cos*' X 
Perciò , cd 

^”:==.x'sena-f-j''sen*' y=r'sen «-f-^'cos * , 

60110 le formolo addatlatc a farci passare da un si- 
stema rettangolare ad un’ altro sistema obliquo o ret- 
tangolare colfa medesima origine r 
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Generalmente , si distinguono due specie primarie 
di trasformazioni delle coordinate , la trailo c azione 
dell’ origine , ed il cangiamento di direzione degli 
assi ; quando il quesito esiga questa doppia trasfor- 
mazione , è spesso opportuno di non effettuarla che 
successivamente; fra poco ne vedremo degli csempj. 

g 3 . Porremo fine a questa teoria generale con 
P esame di due casi particolari: i.° Si richieda di 
passare da un sistema obliquo ad uno rettango- 
lare , restando V origine la stessa , e l asse delle 
x conservandosi lo stesso ( fig. 68. )• 

In questo caso sarà a=v , b = v a=v, % =ioo°; 
onde dedurremo sen *=v, scn x'=t , sen(r J *)=senf» , 

sen ( P — *') = — cos P ; ' 

4 - x t=zx‘ —JT cot fi , 

e le forinole (t) si riducono a ] • ? _ > c 

sen P 

Servono queste per rendere rettangolare un sistema 
di assi obliqui ai quali vien riferita una cunra. 

3.° Conservandosi lo stesso sistema d’assi, si esi- 
ga che 1 ’ asse delle f si confonda con quello del- 
le x , c reciprocamente. 

In questo caso, sarà *' =o ed x=P (fig. 69) ; onde 

sen «= sen P , scn «'=0 

sen ( p — * ) =0 , scn ( P — *' ) = sen P • Avremo , 
inoltre, a=o , b=o; perciò, le formolo (1) si riduco- 
no ad x—p' , ed y=x' ; -piò che ò evidente , non 
avendo avuto luogo che il cagiamento nella denomi- 
nazione degli assi. 1 

Dedurremo da ciò , come conseguenza ; Che , al- 
lorquando le equazioni di due curve sono tali che In 
seconda di una, si componga con x ed y , come si 
compone la seconda dell’altra con y cd x , può af- 
fermarsi clic le due curve sono identiche , poiché 
si passa da un’equazione all’altra, cangiando .r in^*, 
e, reciprocamente^ - in x. In realtà, in questo caso. 


« 
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non vi è che la posizione della curva , rapporto agli 
assi , che vien rovesciata. 

<)4- Prima osservazione. Benché, per uno stesso 
quesito , debbano spesso effettuarsi varie trasforma- 
zioni di coordinate pure, per covcuzionc , sopprime- 
remo gli apici nei secondi membri delle formule re- 
lative a queste diverse trasformazioni , cioè rappre- 
senteremo sempre con x ed y le primitive e le nuo- 
ve coordinate , benché i loro valori e le loro posi- 
zioni siano diverse ; ina 1’ uso successivo delle for- 
molo sarà bastante ad indicare che la curva, ri- 
ferita già ad un primo sistema , si trova poi riferita 
ad un secondo, ad un terzo, .... sistema. 

Perciò , per passare da un sistema obliquo o ret- 
tangolare ad un sistema di coordinate parallele, fa- 
remo nella equazione della curva, or .r -|~ <1 , ed 
jr—jr^-b, rappresentando le x ed y deb secondo 
membro le coordinate riferite ai nuovi assi la di 
cui origine , riferita agli assi primitivi , ha per sue 
coordinate a e b. 

Così , per passare da un sistema rettangolare ad 
un sistema obliquo con la stessa origine , ci prevar- 
remo delle forinole 

cos a-f^-cos a 1 , cd jr=x scn *-f -jr sen . 

Con tal convenzione , evitandosi la moltipHoilà* de- 
gli apici, vengono a simpl idearsi i calcoli. 

<j5. Seconda osservazione. Le quantità a , b , *, 
a' che hanno luogo nelle formolo, sono costanti , i 
di cui valori fissano la |>osizione della nuova origi- 
ne , e le direzioni dei nuovi assi rapporto ai primi- 
tivi il di cui angolo è espresso da i 3 . Queste quattro 
quantità devono riguardarsi comi: note , c date a 
priori , ogni qual volta voglia riferirsi la curva a 
nuove rette , la di cui posizione siasi riconosciuta 
più semplice di quella dei primitivi assi lappai lo <t 
questa curva. 

Accade spesso che . usa trasformazione di coordina- 
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tu si effettui con la mira d' introdurre un determi- 
nato cangiamento nell* equazione della curva ; per e- 
sempio , per fare scomparire alcuni termini. In tal 
caso, a, b, », al sono costanti, ma indeterminate 
per un istante , finche vengono calcolate in guisa che 
farcino risultare le richieste simplificazioni. In quan- 
ta all’ angolo z 3 , non può disporsene, essendo 1’ an- 
golo dei due assi primitivi , die è sempre dato a 
priori. 

II numero dei termini , che deve farsi scomparire 
dall’ equazione , indica il numero delle indeterminate 
da introdussi nel calcolo , e perciò , il sistema delle 
formole di cui dobbiamo far uso. 

Tutto ciò verrà illustrato dalle numerose applica- 
zioni, quando avremo i’apportunità di effettuarle. 

§ II. Nazioni preliminari sulle Curve 
di secondo grado. 

* '• > 

Per presentare* la teoria delle curve di secondo 
grado in una maniera semplice e totalmente elemen- 
tare , incominciareiuo dal ricercare le equazioni di 
tre Curvo, a ciascuna delle quali appartenga una pro- 
prietà tutta sua particolare. Sarà in seguilo che fa- 
remo conoscere che qttóte curve sono le sole che 
possono rappresentare una qualunque equazione di se- 
condo grado a due variabili. Finalmente dimostrare- 
ino clic queste stesse curve sono quelle che risultano 
dui tagliare con un piano il cono retto o obliquo , 
copie vien considerato in Geometria; e ciò appunto 
ha fatto denominarle sezioni coniche. 

Della Elisse. ■ 

; jr 1 

96. Si richiede l’ equazione di una curva tqle 
che , dal congiungere ciascuno de ’ suoi punti M, 
( 7° ) con due punti Jissi F cd F* , risulti Ut 

somma delle distanze FAI -f- F'AI eguale ad una 
retta data 2 A. 
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Questa curva è quella che denominasi una Elisse 

1 punii F , F 1 si chiamano i fochi, e si dicono rag - y 
gl vettori le distanze FAI , F'Al. Vedremo in segui- 
to la ragione di queste denominazioni. 

Per costruire questa curva colla sua definizione, 
prendiamo jl mezzo O della distanza FF* ; e , par- 
tendo da questo punto O, portiamo la mela di aA. 
da O in lì , e da O in A ; i punti A c 13 appar- 
terranno primieramente alla curva. In fatti , risulta 
da questa costruzione , 

OB-'-OF , o FB==OA — OF' , o F'A , 
cioè FB=F'A ; dunque 
‘ i.° FB-FF'B=F'A+F'B=aA. 

a.® F' A+FA = FB+FA = aA. 

Cosi , se dai punti F , F* , come centri , con un 
raggio eguale ad A, si descrivano due circonfe- 
renze che si taglino nei punti C , D , quésti pun- 
ti ancora apparterranno alla curva , avendosi eviden- 
temente ~ > 

FC+F' C== aA , ed FD-J-F'D = aA. 

1 • A ' ; ' % • » 

Questi due punti si trovano poi sulla perpendicolare 
ad AB che passa pel punto O, 

Per ottenere i punti intermedi , fisseremo s.qpra 
AB e fra i punti F , F' , un qualunque pun^o ,L; 
poi , dai punti F' ed F come centri c con i rag- 
gi respetlivamcnle eguali ad AL , LB , descrive- 
remo due circonferenze che si tagliano in Al, m, 
avremo con ciò due nuovi punti della curva. Iu fat- 
ti , fa costruzione ci dà , . . . 

i.° F'M+FAI=AL+LB=aA; j.'F'w+F/^jA,- 

Questi punti sono simelricamcntc situati ; annoi tu 
ad AB. 
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Reciprocamente, se dai punti F , F', come centri, 
e con li stessi raggi AL, LB, descriveremo due cir- 
conferenze , otterremo due nuovi punti M' , m' , che 
sarauno , con i punti M , ni , in una posizione sime- 
trica rapporto alla retta CD, FI come è evidente. 

Dopo di aver così determinato una serie di punti 
hastantemente prossimi gli uni agli altri , potremo 
unirli con una linea continua ACBDA , che sarà la 
cnrva richiesta. 

N. B. Allineile 1’ addotta costruzione possa effettuar- 
si , basta che la distanza FF' dei centri sia minore 
della somma dei raggi o aA , e nel tempo stesso sia 
maggiore della loro differenza. Ora quest’ ultima con- 
dizione esige che il punto L sia frà O ed F. Infatti, 
prendiamo,' per esempio , un punto L' situato fra F 
e B ; avremo 

AL'>AF ed L'B<FB ; onde 

AL'— L'B>AF— FB , >AF— F'A , o FF' , 

dunque ìa distanza FF' sarebbe minore della diffe- 
renza dei raggi AL' ed L'B, e le due circonferenze 
descritte sarebbero intcriori 1 ' una all’ altra , senza 
tagliarsi. ' , 

97 . Può ancora costruirsi 1’ elisse con un movi- 
mento continuo nel modo seguente; 

Nei punti F, F' si Jìssano tenacemente le estremi- 
tà di un filo di una lunghezza eguale a a A ; que- 
sto filo sia tenuto teso da un lapis mobile o al- 
tro istruiuento che nello scorrere attorno i punti 
fissi, dopo aver falle due mezze rivoluzioni , una 
sopra e l’ altra sotto FF', avrà delineata la curva. 

Finalmente , se 1’ elisse dovesse delincarsi sopra il 
terreno si adoprarebbe un nastro della lunghezza egua- 
le a aA. e con tre perni , due dei quali (isserebbero in 
F ed F' le due estremità del nastro, ed il terzo ser- 
virebbe col suo movimento a delincare la curva , te- 
nendo il nastro sempre leso. 
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98. Determinata così la forma eia posizione della 
Ellisse, rintracciamo la sua equazione, cioè ( S 4 * ) 
una relazione fra le coordinate di ciascuno de' suoi 
punti riferiti a- due assi fissi. 

Siccome , per la precedente costruzione , la curva 
si compone con punti si metrica mente posti rapporto 
alle rette AB , CD , conviene perciò prendere queste 
per assi. • , -, 

Siano OP=y; , MP= y , FF' = a c \ onde , 

OF=OF'=c , FM=z , F'M=z'. 

Abbiamo primieramente, per le equazioni delle due 
circo nferenze che hanno i loro centri in F , F' , e 
1’ ine ontro delle quali determina il punto M , 

jr' + (* — cy=z\ . . . (1) 

t 

r* + (x+c ) * =z‘\ . . . (a). 

In oltre , dalla stessa definizione della curva abbia- 
mo l’ equazione di condizione 

z + z' = 2 A . . . . ( 3 ) ; 

e se, fra queste tre equazioni, si elimini z e z ' , l’ e- 
quazione risultante in x , y , sarà ( § 84 ) l' equa- 
zione cercata. 

Per giungervi facilmente , addizioneremo prima , e 
poi sottrarremo 1 ’ una dall’ altra le equazioni (1) e (3), 
ed avremo 

2j‘-j-ax’-j-ac 3 =z' ’ +z’ . . . (4) 

4 cx = z' 3 — z’ . . . ( 5 ) , 

. ’ ‘ f 

ma questa s^ riduce a 

(z' -f-z) (z 1 — z) = /\cx, o 2 A (z' — z) = 4 ex ; 


2 r.T? 



d’ onde si deduce 
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Ma abbiamo già z'-f-s=aA; 

dunque z = A -f — , e z = A — 

Sostituendo questi valori nella (4) , si trova 

j’+*’+c’=A’+' a ^. 

o , togliendo il denominatore ed ordinando , 

A’/ + (A* — c’)ar’ = A’ (A* — c*) . 

Da quanto è stalo detto, dev' essere FF', o sc<uA 
dunque A* — c % è essenzialmente positivo , e si fà ; 

A* — c* = B* , 

1* equazione prende finalmente la forma 

a’jr' + B’ar’ = A’B’ . i*. . . (0). 

Questa è l'equazione più semplice della elisse. 
gg. Risolvendola rapporto ad y , e poi rapporto 
ad x , otterremo 

y ( A'-*’ ) , *= (B* —y) ; 

Si scorge , in primo luogo , che la curva è sime- 
trica , rapporto agli assi OX , OY , poiché ciascuno 
di questi divide in due parti eguali tutte le corde 
come Mm , Mal' condotte parallelamente all’ altro. 

In secondo luogo , siccome da si ha A , 
e da x—o , 

ne siegue che la curva incontri l'asse delle x nei 
punti A, B , e l’asse delle y nei punti C, D , per 
i quali si ha OC o OD =B = J/~( A’ — c’). 

In fatti il triangolo isoscele FCF' cF dà, atteso 
FC = F'C = A , 

oc^^(cI^.-UF : ;=K'(cF 7 , — ^ òf 7 >=K'( ca -'-- c ')- 
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In terzo luogo , l’ ipotesi x=A , o xt= — A , ri- 
ducendo il doppio valore di y ad un solo, y ~ ±o „ 
può concludersi ( $ 64 ) clic la curva ò tangente 
in A e B alle due rette RS , R'S 1 condotte paralle- 
lamente all’ asse delle y. 

Così , y = B o y =* — B , dando x=&o , la curva 
è tangente in C c D alle due parallele RR* , SS' 
all’asse delle x. 

Si vede poi che , dal supporre x>A , o ^>B » >1 
valore di y , o di x , corrispondente , è imaginario. 
Dunque la curva è tangente ai quattro lati del ret- 
tangolo RSS'R', ed è totalmente compresa io questo 
rettangolo. 

Siaci ancora proposto di valutare la distanza del 
punto 0 da un punto qualunque (x,y) della curva. 

Abbiamo per espressione dt questa distanza 

D=y~ ( x’-\ -y' ) ; o, ponendo per y' il suo 

, B‘ . . 

valore — — ( A 1 — x' ) , 

A 

_ ^ A’— B’ 

— x’ ). 

Facendo x=o , si trova subito D=B , o OC. A 
misura clic aumenta x , la quantità D aumenta , ed 
acquista il suo maisimo quando si dà ad x il mag- 
gior valore possibile , che è ar=A; d’onde dedu- 
cesi 

D = ^(B’+^=5l. A’)=A, o OB 
A* 

Perciò la più piccola distanza del punto 0 alla 
curva è OC , e la più grande è OB. Ed in altri 
termini : CD è la minor corda che possa condursi 
per il punto O , ed AB è la maggiore. 

Bastano queste circostanze' diverse per dare ai prin- 
cipianti un’ idea mollo esalta della forma della disse- 
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100. Le due rette uA , aB , o AB, CD hanno 
ricevuto il nome eli assi principali , e 1’ equazio- 
ne (t>) vien chiamata 1’ equazione della elisse rup- 
i-apporto ai suoi assi. 

Si chiamano ancora primo e secondo asse, ov- 
vero asse maggiore, asse minore. La denominazione 
di asse maggiore proviene probabilmente dall’ essere 
AB la corda maggiore che può condursi nell* interio - 
re della ellisse. 

Poiché , sia IK una qualunqu corda , unendo il 
punto O con r punti I e K , si ottiene il triangolo 
OIK che ci dà lK<OI-j-OK. Ma si è veduto di so- 
pra che 0K<0B ed 01<OA ; dunque con più ra 
gione sarà 1K<0B4-0A , <AB. 

I punti A e B si dicono i vertici del primo asse, 
ed i punti C , D vertici del secondo asse. 

Finalmente il punto O , preso attualmente per 
origine delle coordinate, è denominato il centro del- 
la curva , perchè ha la proprietà di dividere in due 
parti eguali tutte le corde , come M/»' , che passa- 
no per questo punto. 

Per darne la dimostrazione, combiniamo l'equa- 
zione Ay , -f-B\r’=A , B’ con l’altra y—ax che rapre- 
senta una qualunque retta che passa per 1’ origine. 

Sostituendo ad y il suo valore ax nella prima , 
si trova 

±AB 

' A’a* +B’ ) x 3 =A’B’ , onde x= — — — — — 

' ’ jA(A’a’-fB’) 

Questi valori di x e di y che esprimono le coor- 
dinate M , m' dei punti d’ intersecazione della retta 
con la curva, sono eguali, e segno contrario; dun- 
que le distanze OP , OP'ed MP, /»' P' sono eguali, 
ed i due triangoli OPM , 0P'/«' , essendo eguali , 
danno OM=Om'. 

101. Supponiamo che , nel rintracciare uu luogo, 
geometrico , siasi ottenuta l’equazione 
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essendo Mi N , P , quantità essenzialmente positive 
Facciamo successivamente in questa equazione^ - o 

P . 

ed x =o ; ne risulterà per j~=o , xc="ty~ — ’ 


e per x = o , y — ±\T — 

P P 

Ciò posto ; y — = A , y~ -J=B; onde 
P P 

N== T’ M== ** 

L’ equazione (a) diverrà , per la sostituzione } 
P P 

-jjr y+ £7 *’ = p, C nduccndo. 




Si vede da ciò che 1 * equazione (a è quella di 
una ellisse, i di cui assi principali sono 


P P 

2 y e 2 y~ — , o , in altri termini , sono i 



doppio del valore di x corrispondente ad y=o ; 
il doppio del valore di y- corrispondente ad 
Conoscendo i due assi 2A , aB , o 

_ P _ P 

2 V pp , 2 y — per ottenere 1 

doci della relazione B’ = A f — c ’ avremo 

c=±y~ (A* — B’ . 

Sopra due rette indefinite rettangolari 
preso OB = OA 1= A , cd OC = OD = 
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dal punto C come centro con un raggio eguale ad 
A , si descriva uu’ arco di cerchio che tagli AB in 
due punti F , F' ; saranno questi i due fochi poi- 
ché 

OF = J/'XCF’ — OC’) = f/~ A 1 — B'). 

Siccome dalla equazione (a) abbiamo 

P P . , 

A’ = — , cB'= ^ , e siegue che 

P P P ( M— N ) _ 

- = -W- 

ioa' .Poiché abbiamo da qualunque ellisse aA>aB, 

P P 

' - converrà supporre y»cioè M > N. 

Se accadesse altrimenti, cioè se si avesse nella (a 
? M>N , si cangerebbe ( § g 3 ) y in x ed x in y. 

Con ciò , 1 * equazione divcrebbc Nj 1 -fMa:’ — P, e 
' rappreseuterebbe ancora una ellisse avente per primo 

P P 

asse 2 Y~ — , e per secondo iY~~ . 

N. B. Prima della trasformazione delle coordina- 
• te , la curva ha la posizione indicata dalla figura 

73; ma dopo , prende la posizione solita a supporsi 
della ( fig. 70 ). 

102'. Se, per un caso particolare, supporremo N=M> 

P 

1' equazione si riduce allora a y' -|-ar’= — . 


<l 



p 

cioè all’equazione di un cerchio che ha V ~ - — 


. , . , _ P ( M-»-N ) . 

per raggio; la quantità c, o J^[ — - J> 
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si annulla, c perciò i due fochi si riuniscono nel 
centro. 

Può dunque riguardarsi il cerchio come una ellis- 
se , che ha i due assi a A , a B eguali , oppure , 
nella quale i due fochi vanno a confondersi. 

io3. Ci occorrerà spesse volte di ridurre un’ equa- 
zione, come Mj-*-j-N.r , = P , alla forma 

A ’jr' +B 1 = x ' B ’, 

ed è perciò che qui indicheremo il metodo semplice, 
e facile per ridurvela. 

Moltiplicando i due membri della prima equazio- 
ne p-,.i' un f"*.iore indeterminato l, avr no 

M/j’+NZx’=P/. 

Ma, per ipotesi, vuò ottenersi 

P/=.M/XN/=MN.Z* , che ci dà 


l = . Basta dnnque moltiplicare i due mem- 

bri della proposta per il quoto del secondo mem- 
bro diviso per il prodotto dei coefficienti di jr m e 
di x‘. 

Risulta, in fatti, da tal moltiplicazione,- 

£ ■ r ’+ ¥ * -j® : d4 ^ d * 

A '= -F- B '= M • c • -T.TT- > 

Serva per esempio 1’ equazione 


Moltiplicandola per - — - o si trova 

5X1 *> :ihn 


13 


ay’-fjV— — ; dunque 





r-; ovvero 
5 


A=K2, c= %jrs. 

5 5 


Abbiasi ancora l’equazione 3y'+/\x* = 5. 

5 5 

Moltiplicando per- — - o — , si ottiene 

, * 3x4 12 

5 5 a5 

7^+7^=-; 

4 3 12 

o , cangiando y in x , e reciprocamente , 


io4- Si richiede V equazione di una tal curva, 
che dal congiungere qualunque suo punto M (fig. 
q5 ) con due punti fissi F , F' , la differenza, del- 
le distanze , F'M — FM, sia uguale ad una linea 
data 2 A. 

Questa curva è quella clic si chiama una iperbole ; 
i punti F , F' ne sono i fochi , c diconsi raggi 
vettori le FM, F'M. 

Incominciamo coll’ indicare un mezzo per costruire 
questa curva. 

Partendo dal punto O , medio di FF' , prende- 
remo due distanze OA , OB , eguali ad A ; i due 
punti A e B appartengono alla curva. Infatti , risul- 
ta dalla nostra costruzione 


■^y 1 +—x 1 = — . Dunque 


A=4ri5, B=V5, e = -yi5, 

à 2 0 


DeW Iperbole 



•f» 
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&Fs=AF', onde AF — ÀF'=AF — BF =3 A, 

e BF' — BF = BF' — AF'— a A 

N. B. I punti A , B , sono necessariamente si- 
tuati fra F ed F' , perchè altrimenti , la somma 
delle distanze di ciascuno di questi punti dai pun- 
ti F ed F' , e non già la loro differenza , sarebbe 
eguale a a A. Ciò che prova dover' essere a A mi- 
nore di FF'. 

Per ottenere altri punti della curva , segneremo 
sulla retta OF , a destra del punto F, un qualun- 
que punto L ; e poi , dai punti F' , F , come cen- 
tri , con i raggi AL , BL, descriveremo successi- 
vamente due circonferenze che si taglino in M , m; 
otterremo cosi due punti della curva ; poiché dal- 
1 ’ unire il punto M , per esempio , con i punti F', 
F , avremo 

F'M— MF = AL— BL = 2 A. 

Reciprocamente , dai punti F, F' , come centri , 
e con i raggi medesimi, destineremo due circon- 
ferenze / ed avremo due nuovi punti M' m' , che 
saranno , posti simetricamente coi punti M , m , 
rapporto alla normale OC. 

Si esige da tal costruzione clic il punto L sia si- 
tuato a destra del punto F, perche se fesse in L', 
avendosi BL'<BF , ne seguirebbe AL'-t-BL' , o 

AB+aBL'<AB+aBF , 

o <FF\ Cosichè , le due circonferenze sarebbero 
tali , die la distanza FF' dei centri sarebbe mag- 
giore della somma dei raggi; dunque sarebbero esse 
esteriori del tutto l’una all’altra, nè potrebbero mai 
tagliarsi. 

Ma il punto L può prendersi a destra del pun- 
to F in una distanza così grande quanto si vuole. 

Si scorge da ciò che la curva è composta di due 

T. V . . 9 
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rami eguali ed opposti raBM, to' A M', che .si 
estendono indefinitamente a destra del punto B , 
ed a sinistra del punto A , tanto sopra che sotto 
la retta AB. 

Non faremo parola del processo che potrebbe ado- 
prarsi per delincare P iperbole , con un moto con- 
tinuo perchè, oltre esser poco comodo per la prat- 
ica , non serve che a delincare la curva in parti. 

Ci occuperemo piuttosto a ricercarne la sua equa- 
zione- 

io5. Essendo P iperbole , come P ellisse,, sime- 
trica rapporto ad AB ed OC , prenderemo queste 
due rette per assi delle coordinate. 

Siano dunque 

OP =*, MP= r , OF =OF'=c, FM =z, F'M=:z\ 

Avremo primierameute, come per P ellisse, le due 
equazioni 

r’ + ( * — c) a =z a (f) 

y+ ( x + c ) a = z' a . . . . (2) 

alle quali deve associarsi P equazione di condizione 
che ci vien data dalla enunciazione, cioè 

z' — z — 2 A (a) 

Per eliminare z e z ' , addizioneremo e sottrarre- 
mo le ( 1 ) e (a) , ed avremo 

* aj J + 2^ , + ac , = i‘ J . . • .(4) 


4 c x = z' a — z a (5). 

Ma questa ci dà 

(a' — z) (z'-f-z) , o 2 A ( z'+z)=4 c - r , 


d’ onde si deduce *'+z = ; 

A 
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ma , abbiamo già z' — z rtm zA ; 

l u» cx V * cx » 

dunque s = — — h A, e • a = — — A. 

Questi valori, portati nella (4), ci fanno ottenere 
y + ^ + c > = ___ — f- a 1 , 

* i . « 

o togliendo il denominatore e trasportando 

A y + ( A a — c* ) ** = A 1 ( A’— c 3 ). 

Ma , siccome si è veduto, che la distanza FF' , 
o ac , dev' esser sempre maggiore di aA , ne sie- 
gue che A 3 — c a è essenzialmente negativo. Dun- 
que , ponendo c * — A a = B a , 
si trova in line , per F equazione dell’ iperbole 

A a /•— B a ar a = — A a B a . . . . (6). 

Questa equazione non diversifica da quella della 
ellisse che per la sostituzione di B a in luogo di 
B\ Perciò le due curve, benché diversissime nel- 
la forma , essendo l’ una limitata per ogni verso 
mentre P altra è affatto illimitata , J>ure sono for- 
nite di analoghe proprietà. » 

Se nella equazione faremoj=o, otterremo x=+ A; 
ciò che prova che la curva passa per i punti A e B, 
circostanza già da noi avvertita. 

Sia ancora x=o , avremo y 1 — — B% onde 

r =± B K" — i , 

e conosceremo che la curva non incontra l'asse 
delle y. 

Potremo tuttavia , sopra quest’ asse , indicare , 
per convenzione , due punti C e D , la di cui di- 
stanza dal punto O venga espressa da B , o 

K(c a -A a ). 

Per fissare la posizione di questi punti , basta 
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descrivere dal punto B come centro con un raggio 
eguale a c o OF, un’ arco di cereliio che tagli OY 
nei due punti richiesti /poiché avremo 

oc = v ( Sf* — ob" ) = V (c 5 — A a ). 

E , facendo x = + A , o x= — A , nell* equa- 

B 

zionc risoluta rapporto ad y = i — V ( — A a ) t 

siocome si trova ^= + o, e dando ad x valori 
positivi , o negativi , aritmeticamente minor, di A, 
si ottengono valori imaginarj per y, possiamo con- 
cludere : 

x.° Che la curva è tangente in A e B alle due 
parallele R'S', RS all’ asse delle y: 

2. 0 Che la curva si estende indefinitamente a si- 
nistra del punto A , ed a destra del punto B. 

Si vede lilialmente che la curva è composta di 
due rami eguali cd opposti, ciascuno dei quali vieti 
diviso in due parti eguali dalla retta AB; di mo- 
do che, piegandola figura tanto a seconda della retta 
CD , come della retta AB, le quattro parti della cur- 
va si vedrebbero coincidere perfettamente due a due. 

ioG. Le quantità aA, aB sono, come nell? ellisse 
chiamate gli assi principali dell’ iperbole , o l’ uno 
primo asse , c 1’ altro secondo arse. E siccome può 
aversi una qualunque relazione fra le due ^gtandez- 
ze A, B, perciò sarebbero iuproprie le denomizioni 
di asse maggiore e «li asse minore. 

Al primo asse si dà anche il nome di asse tra- 
sverso^ ed al secondo di asse non trasverso , perchè 
uno incontra la curva , e 1 altro non la incontra. 

Potrebbe essere A =B, nel qual caso l’equazione 

si ridurrebbe ad y 1 — x 1 = — A’. 

E per questo che l’ iperbole si denomina equilate- 
ra , perchè avente eguali i suoi dìie assi. V i per- 
itole equilatera è in confronto di qualunque iperbole 
ciò clic il cerchio c alla ellisse. 
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l' miti mente , i punti A e D si chiamano i due 
vertici della curva. 

107. Dimostriamo , come nella ellisse, che il 
punto O è il centro della curva , cioè , che tutte 
le rette che , passando per il punto O , vanno a 
terminare nella curva , sono divise in due parti <r- 
guali da questo punto. 

Sia m' M una qualunque retta condotta por il 
punto O. Combinando fra loro le due equazioni 

A 3 f ~ B 1 or 1 =5 ^ A* W'j -ax, 
si trova , col sostituire nella prima ax ad y ^ 

( AV-B 1 ) *’= _ A a B’; onde * = — ± AB . 

V(B'-AV) 


e perciò, attesoché r = ax , r= - — a 

7 V(B a — A V) 

Risulta da ciò , OP — OP' , ed MP = m' P' ; 
onde, essendo eguali i due triangoli OPM , OP'»*'! 
avremo 0M=0/»'. . S * * 

Esaminando i valori di x ed^,si vede che non 
sono reali , cioè ohe i diametri nou incontrano la 
curva , se non se fino che sia 


B 1 _ A a 


« 3 >o, 


o 



Supponendo B 1 — A’ « 3 = 0 , cioè a =s ± — , 

4 

i valori di a: e di y divengono infiniti ; ciò che 
prova che le due rette corrispondenti, che sono si- 
tuale runa sopra l’altra sotto l’asse delle x, non 
incontrano P iperbole clic ad una distauzu infinita 


108. Si costruiscano queste due rette 


j — — — x, perchè meritano particolare altea- 
A. 

zione. 

Per tale oggetto, sopra le due rette AB = ih. , 
CD— aB venga compito il rettangolo R'RSS'; a- 
vremo evidentemente BR=BSa=B ; onde 

BR B B 

tang BOR = 55= -jp tang BOS =— 

Dunque le rette OR , OS condotte per il punto 
O e per i punti R , S, sono le due rette richieste. 
Risolviamo P equazione dell* iperbole rapporto ad 

■ B 

y , e troveremo y -r V(* r ’ — A 3 ) , ovvero 

A. 


. Bx . , A a . 

Sotto q^est’ ultima forma è evidente, che più au- 

, A a 


menta x, e più 

x 3 


diminuisce , e perciò il valo- 
re di y si approssima sempre più a divenire eguale 
^ B 

a +• — x. 

A 


Se si attribuisca ad x un valore più grande di 
qualunque quantità data , o x = 00 , il termine 

A 3 

— - si annulla , ed il valore di y si riduce ad 

•v 2 


r= +" — x, cioè, all’ ordinata del sistema delle 
A 

due rette S' R ed SR'. 

Queste rette, denominate assinloti , sono dunque 
tali, che la curva si approssima conti n u amente 


Digltized by Google 


1 35 

sempre più ad esse , e quanto si vuò , senza po- 
terle però mai raggiungere in altra parte che al- 
V infinito. 

Nel quesito attuale , gli assintoti S'R, SR', pos- 
sono riguardarsi come due rette che separano i 
diametri che incontrano la curva da quelli che 
non la incontrano. 

In fatti , sia un diametro m' M , per il quale 

B 

abbiamo ang. MOX< ang. ROX , onde a < • — ; 

A 

i valori ottenuti precedentemente per x e per y 
sono reali ; ma per un diametro come K'K , sic- 

B, 

come l’ang. KOX > ang. ROX, ne risulta a > 

ed i valori di x , / sono imaginarj 

Quando si suppone l’iperbole equilatera (§io6) } 

JJ 

cioè B = A , + — diviene eguale a +; r , dunque 


ciascuno degli angoli ROX , SOX è di 5o° , ed i 
«lue assintoti sono normali fra loro. 

Riassumeremo in seguito queste rette , clic si 
riproducono sovente nella teoria dell’ iperbole. 

109 . Sopponlamo adesso che, per equazione di un 
luogo geometrico , siasi ottenuto 

Mj’ — N*’ = — P ; 


dal moltiplicare ( § io3 ) i due membri di 


equazione per 


P 

— — , si ottiene 
MN 


P ,_P 

N r M X ~ MN’ 


V 


questa 


Questa nuova equazione paragonala con quella 
dell’ iperbole , A 7 y' — B’Jc’= — A*B ! , ci dà 


I 
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A -|’ ®’=s'' ondc a=±v S’ b=±v h 

* » 

dunque la proposta rappresenta un’iperbole che ha 

P P 

per primo asse 3 Vj^) e P er secc >ndo a 

La relazione B^c’ — A a , ci dà 

c= ±V( A’+B 1 ); 

onde , ponendo in luogo di A e B i loro valori , 

C “ — N [ MN J ' 

Ter fissare la posizione dei fochi, conoscendo gli 
assi , basta prendere , sopra due rette rettangolari , 

P 

, OB = OA = À = Vjj. 


P • 

OC=OD':=E==Vjjj ( fig- 74 ) i e P°i innalzare dal 

punto B una normale BD=B , e condurre OD. La 
circonferènza descritta dal punto O come centro, con 
il raggio OD , taglierà AB in duo punti F , I' ' , 
che saranno i punti richiesti , poiché abbiamo 

OF =OF'=V ( Óir+BlT )-\! (AN-B 5 ). 

Osserveremo che questa costruzione ci dà nel tem- 
po stesso la direzione OD di uno degli assintoti ; 
per ottenere 1’ altra , basta prolungare 1)B di una 
lunghezza BD ; = BD , c poi condurre la OD • 
iio. Se P equazione, avesse la forma 

uj-yx' = p , 

converrebbe cangiare y in x ed" x in y ; ciò che ci 
darebbe Nr* — Mar* = — P , e 1’ equazione si conser- 
verebbe quella di un’ iperbole , clic avrebbe per pri- 
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mo asse, nV— , e P cr secondo asse , 



Prima della trasformazione , la curva ha la po- 
sizione indicata dalla Jìgura 7 5, ma, dopo , ripren- 
de la posizione della figura 7 3. 

Moltiplichiamo i due membri della proposta cqua- 


zmne per — . 


ed avremo 


P a P , P a 

M * “ MN’ ° 

BV — A 'a:*— A. 2 B 1 , facendo — =B’ , 

J N M 


£ tale è la forma dell’ equazione dell’ iperbole 
riferita al suo secondo asse , o al suo asse non 
trasverso , come asse delle x. 

Da questa si deduce 

;= ± gVO^’+B’) ; 


ciò che prova clic è sempre reale tal quantità, qua- 
lunque sia il valorq di x "ed y. 

Da x=o , abbiamo j = + A , c questo è il valor 
minimo fra tulli quelli che può ricevere y . 


Della Parabola. 


ni. Trovare l' equazione di una curva tale , 
che la distanza di ciascuno de * suoi punti M (lig. 
76 ) da un punto fisso F ( chiamato foco ) , sia 
eguale alla distanza dello stesso punto M da una 
retta fissa LL' , denominqja direttrice. 

Presentiamo primierameute la maniera di costrui- 
re con punti questa curva, cognita col nome di pa- 
rabola. 


t 
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Dopi) di aver condotta dal punto una perpendico- 
lare sopra LL', preso il punto medio A della distan- 
za FG , questo punto A apparterrà alla curva, dan- 
doci AG=: AF. 

Questo punto si chiama il vertice della parabola. 

Per ottenere altri punti , s’ innalzi da un qua- 
lunque punto P della retta GFX posto a destra di 
A una nomi ile a GF ; e poi dal punto F come 
centro , con il raggio GP, si descriv i un’ arco di cer- 
chio che tagli la normale in due punti M, m \ a - 
vremo cosi due punti della curva ; poiché risulta da 
tal costruzione , 

FM o Fm — GP==MQ. 

Di qui è che la parabola vien composta di due 
parli AM'M , Ara m' , simetrichc rapporto a GF. 

Può auchc descriversi cou un movimento conti- 
nuo nel modo seguente. 

Un lato Q lì ( (ìg. n 7 ) dell’ angolo retto di una 
squadra scorra lungahL' t e sempre coincidente con 
LL'. Nel punto F, del piano , e nel punto V del- 
la squadra si fissino le due estremità di un filo 
che eguagli in lunghezza l’altro cateto QV della 
squadra , al quale deve appoggiarsi costantemente 
un lapis che tenga sempre teso il filo mentre scor- 
re la squadra lungo LL'. La traccia segnata da que- 
sto lapis sarà necessariamente una parabola. 

In fatti, da qualunque posizione QRV della squa- 
ra, abbiamo FM-f-MV=\IQ-f-MV; onde MF=\IQ. 

Allorché è la squadra in una posizione Q'R'V' 
cosichè Q'V' passi per il punto F , il filo si ripie- 
ga sopra se stesso da F in A, ed il punto A è il 
vertice della curva ; poiché abbiamo 

FA+AV' = AQ'+AV' ; onde FA = AQ'. 

Per delincare la parte inferiore della curva , ba- 
sta 111 vertere la posizióne della squadra. 
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jN'. B. Da questo metodo non otteniamo che una 
porzione della curva , tanto più grande quanto è più 
lungo il Iato QV della squadra; cosichè la curva và 
a terminare nel punto V" , per il quale abbiamo 
FV" = V"Q" =VO. 

Da questa maniera di descrivere la curva ha pro- 
babilmente ricevuto la LL' il nome di direttrice. 

ni. Facciamoci ora a rintracciare 1 ’ equazione 
della parabola. Prenderemo per asse delle x la ret- 
ta GF ( fig. 76 ) , perchè divide la curva in due 
parti eguali , e per origine il punto A che appar- 
tiene alla curva. • 

Siano x , y , le coordinate AP , FM del punto 
to M , z la distanz£"FM , e p la distanza FG ; 

onde AF = AG = ~ , e GP=--f-ar. 

2 a 

La circonferenza , descritta dal punto F come cen- 
tro , con il raggio FM , ha per equazione 

f+(x- p -y= z , - • - (1) ; 

ma dall’ equazione di condizione abbiamo 

FM = PG , 0 z — x-\J— . . . (2). 

a 

Eliminando z fra queste due equazioni , trovere- 
mo per 1’ equazione della curva , 

j’+ (*-£-)’= (*+£)' , 

o , riducendo , y* = ipx . . . ( 3 ). 

t E questa è P equazione delia parabola riferita ai 
suoi assi principali. AX vieu detto il primo asse 
principale , ed AY il secondo. 

Si deduce da questa equazione , y — l 1 V 2 P X ’ 
e siccome , per x = o , abbiamo r — o ■. nc sie- 
guc: 
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i.° Che la curva è tangente in A all’ asse delle yz 
* a. 0 Che si estende indelinitamcntc a destra dell’ 

asse delle y tanto sopra , che sotto 1’ asse delle x. 

ii 3 . Il coellìcientc 2 p della x, cioè il doppio deb- 
la disturna del foco dalla direttrice , si chiama pa- 
rametro. 

Il parametro eguaglia ancora il doppio dell ’ ordi- 
nata che passa per il foco ; poiché , attesa la defi- 
nizione della curva , la perpendicolare FN dev’ es- 
sere eguale ad NII o FG. 

Altronde poi se , nell’ cquazio ne y 1 — 3 px si fa 

p 

JC = -=AF, si trova y* = p } onde y=.f_p. 

il 4 - Quantunque la definizione della parabola non 
offra alcun’analogia con quelle della ellisse c dell’ i- 
perbole tuttavia possiamo ravvicinar queste curve 
con una trasformazione di coordinate eseguila rap- 
porto alla ellisse ed all’ iperbole. 

Ripresa I’ equazione 

A> a +BV= A°B’ . . (i) 

proponiamoci di riferire la ellisse al vertice A ( fig. 
70 ) come origine , conservando gli assi la medesima 
direzione. Per tale oggetto , dovremo prevalerci ( § 
88 ) delle forinole x = x+n , r = y-j-b ; siccome le 
a , b , che rappresentano qui le coordinate del p un- 
to A , ci danno 

b = o , a = — A , 

ne sicgue che le formole si riducono ad 
x = x— A , y = y, 

c clic perciò basta sostituire , nell’ addotta equazione, 
x — A ad x, lasciando y nel suo stato primitivo. 

Da tal sostituzione risulta 

Ay+B'V— 3 AB’x = 0 
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a onde si deduce y* ^—faAx—x') . . . (a) , 

A 

E questa b l’ equazione della ellisse riferita al suo 
vertice sinistro , preso per origine. 

Ciò posto , potrà darsi a quest’equazione la forma 

, B a B* , P 

7 » ovvero, y’r=apx — ... (3) 


B 1 

( facendo —p). 

A 

Supponiamo che le due quantità A e B crescano 

B* 

indefinitamente, in guisa però che p o — 

resti costante ( e ciò e permesso attesoché 1’ cquazio- 
B a 

ne ne Ba quale, dopo aver preso per p un 


valore fisso e determinato, possono darsi ad A valori 
differenti , e poi calcolare un valore corrispondente 
per B); nella fatta ipotesi, si vede, che, più ere. 


sce A, c più diminuisce il 


p 

termine •- 
A 


cosichè , dal 


supporre A — . co , ne risulta o. Dunque l’equa- 
zione (3) si riduce ad y’ = a px , che altro non 
è clic 1’ equazione di una parabola. 

Possiamo da ciò concludere che la parabola c una 
ellisse clic ha il maggior’ asse infinito, ossia che ha 
il centro situato in una distanza infinita. 

ilo. Può effettuarsi un consimile ravvicinamento 
fra la parabola c 1’ iperbole ; ma conviene allora 
riferire quest’ ultima curva al suo vertice B (fig. ^3); 
il che si riduce a dover sostituire , nell’ cquazio- 
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ne A’r’— BV= — A a B’, in luogo di x , .r+A. 
Diverrà essa A'j 1 — B a J? a — aAB’-r c= 0 ; onde 

f ss ^ ( aAjr+x 2 ), © r a = 3 />*+ £ r 3 • • • ( 4 ) 

ga 

( facendo , come per l’ellisse, — c= p ). 

Facendo a desso crescere A e B in modo elle re- 

P 

sti c ostante p, avremo , per A s= co , — = o ; e 

1’ equazione (4) si ridurrà ad y — s px. . 

In questo caso , il secondo ramo , il centro , 
gli assuntoti ( $ 108 ) dispariscono , o sono situati 
all’ infinito. 

n6. Dopo ciò è facile il rilevare, che le tre cur- 
ve possono , in generale , essere rappresent ate dal- 
l' equazione y" 1 ss a/wc+qa: 3 * 

Quando la curva c una parabola, sara q = o # 
e l’equazione si ridurrà ad y* =apx. 

aB 1 B a 

Se srrà una ellisse , avremo ap —, q = — — 

Finalmente , nel caso dell’ iperbole , avremo 
aB a , B a 

*P= ~X ’ 9 - + A a ‘ 

Per l’analogia con la parabola , si chiama para- 
metro della ellisse o dell’ iperbole la quantità 


■?p, o 


a ». 

- — che forma il coefficiente di x nell’ eqa- 
A 


zione della curva riferita ad uno de’suoi vertici. 
Questa quantità , capace della forma 

HL , o , a ltro non è die u.na terza propor- 

a A< a A 

stonale al primo ed al secondo asse. 
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Il medesimo risultato si ottiene dalla ellisse, co- 
me dalla parabola , il doppio dell ordinata che 
passa per il foco F o F' ; poiché supposto , per 
esempio x = + c= + V (A a — B s ) , nella equa- 
zione A a jr* + B a x’ = A u B a , troveremo 

A > + A a B a — B* = A’B a ; onde ± . 

■ 

Lo stesso risultato si otterrebbe per 1' iperbole , 
Quest’ ultimo carattere del foco, delle tre curve, 
serve bene spesso per fissare la posizione di questo 

{ •unto , e per farci riconoscere l’ esistenza in tal 
uogo o in tal altro del piano della curva. 

*i 7* Potrebbe ancora farsi risultare la connes- 
sione che esiste fra queste curve dal seguente que- 
sito, del quale è un caso particolare quello che ha 
servito per definir la parabola. 

Si domanda l* equazione di una tal curva , che 
la distanza di ciascun suo punto M ( fìg. 78 ) 
da un punto fisso F, stia alla distanza dello stes- 
so punto M da una retta LI/ di posizione fissa- 
ta nel rapporto dato m : 1 ; in maniera che sia 

MF : MQ m : 1. 

Dal punto F condotta la FG normale ad LL', 
dividiamo questa distanza FG nel rapporto ir» : 1 ; 
il punto A è uno dei punti della curva. 

Per costruire altri punti , segniamo un qualun- 

3 ue punto P sopra GF, ed innalziamo una perpen- 
icolare da questo punto ; poi dal punto F come 
centro con un raggio eguale alla quarta proporzio- 
nale 1 : m : : GP : x, descriviamo un’arco di cer- 
chio ch^ tagli la perpendicolare nei punti M ed M'; 
questi punti apparterranno alla curva ; poiché a- 
vremo , da questa costruzione , 

FM 0 x : GP 0 MQ : : m : 1 ; 
e così in seguito, '• 


1 


Per determinare 1* equazione del luogo geometri- 
co, prenderemo per asse delle x la retta GF , rap- 
porto alla quale la curva c simetrica ; per asse del- 
le y la normale innalzata dal punto A che appar- 
tiene alla curva , e che può riguardarsi come il 
suo vertice. 

Siano dunque - 

AP = x , MP = r « FM —z , AFs=* , onde 


AG = — ( poiché abbiamo FA : AG :: m : i). 
m 

L’ equazione deHa circonferenza che ha il centro 
in F e per raggio FM, è 

r*+ . . (. 

Di più , dove aversi FM : GP : i , 

flC 

cioè z : aH — :: m : i , -ovvero , z— mar-f*» «... (a). 

m > . 

Perciò , eliminando z fra queste equazioni , si 
ofterrà ( § 84 ) P equazione richiesta ; che sarà , a 
riduzioni effettuate , 

y*+(i — ni 1 )x'' — 3*(i-f -m)x=o ... (3). 

Questa equazione rimane «lei termine indipenden- 
te da x c da y , comm; (lev’ essere, poiché, passan- 
do la curva per 1’ origine , deve restar addempita 
la sua equazione eoi farvi y=o , ed x=^o. Esami- 
niamo successivamente' le circostanze che corrispon- 
dono alle tre ipotesi di . - 

' ' * I 

jh<i , 7»‘=i, m > il 

Sia primieramente , come caso più semplice , 

• • m =* 1 . 

L’ equazione (3) si riduce ad , «d è im- 


) 
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mediatamente paragonabile con 1’ altra y=ipx , po- 
nendo 4* == ap , onde p = 2 *. 

Perciò la curva è una parabola che ha il foco in 
F , e che ha per direttrice LI/. Il punto A è poi 
il mezzo della distanza FG , avendosi 

, ; FG : AG :: i : i. 

Sia in secondo luogo zn<i , nel qual caso il coef- 
ficiente di x 1 è essenzialmente positivo. 

L’ equazione può avere la forma 

r «= • x —x') ; 

B 1 

e, paragonandola con quest’ altra y=— (a A.r— a:’), 

A a 


se nc deduce A= 



B] 

A : 


=i— -m* ; 


onde * 


<i— m J ) 

A l ~ m 


*(i+m) , e 


»V j — m'ì » 

B’:=— — , onde B e=± V'i} — w’Y 

(i — m)' i — m r v 

Perciò ; la curva è una ellisse , i di cui assi prin- 

erpaa sono — — 1/Ti— /»*)> et i ripara- 

i — m i — m w ' J 1 

metro a*( i-fm ). 

Il punto F è altronde uno dei fochi, la di cui 
definizione trovasi compresa in quella della ellisse 
(§ 9 6 )-. . 

Pongasi infatti , x—a. nella equazione 

y = (i— m’X x—x') : ne risulta 

i — m 


T. V. 


IO 


I ffi 


y 


' i — m 


onde ^=±*(1+/»)=*^; 

valore die si è già veduto ( § 116) esser quello 
dell’ ordinala che passa per ciascuno dei fochi. 

La costruzione del primo asse AB si riduce a tro- 
vare sopra GF due punti A e B tali, che abbiasi 

i.° m: 1 :: FA : AG; onde i-j-m :/n:;FG:FA. 


2“ m : 1 :: FB : BG ; onde 1 — m : m::FG:FB 

e queste sono le due quarte proporzionali facili ad 
ottenersi, 

In quanto al secondo asse , conoscendosi già il 
foco F , basta descrivere da questo punto come cen- 
tro e con un raggio OA , metà di AB , un’ arco di 
cerchio che tagli la perpendicolare , innalzata dal 
punto O, in due punti G, D. 

Il secondo foco F' si ottiene prendendo 

OF' = OF. 

Sia finalmente m>i , nel qual caso il coefficiente 
di x' è negativo nell’ equazione ( 3 ). 

Questa può ricever la forma 

2 % 

^*=(10’— 0(— — x+x % ) , 


e dal confrontarla con 

B 1 

y=— (aAx +X’) , si ottiene 
A* 


A 


a 

m — 1 



m'—ri ; onde 
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tx(m+i), e B=±-^—y( 

A m — 1 

dunque la curva è un’iperbole il di cui primo asse, 

2 X 2X 

o l’asse trasverso, è , il a.° V~( m' — i), 

m — i m — i J 

ed il parametro b ' 2*(i»+i). 

Facendo nell’equazione x==* t ne risulta 

y*=(m* — i ) =*Yro+i V; onde 

' i — m 

jr= ± *C n, + 1 )= ± ^-; 

il che prova , essere il punto F uno de’ fochi della 
curva. ' • 

La costruzione degli assi potrebbe effettuarsi come 
per l’ ellisse ma conviene osservare che una tal co- 
struzione deve formarsi da destra a sinistra del punto 
F ; poiché , facendo nell’equazione, j=o, si ottiene 

3 * , 3 * 

x-t-x'=o , onde x( (- 3:1=0; 

m - — 1 m — 1 

il che ci dà ,r=o , ed ar= > 

m — i 

Perciò i vertici, A, B' sono situati da una stessa 
parte rapporto al punto F. Accadeva l’opposto nella 
ellisse. 

N. B. Nei tre caratteri, m>i , può 

rinvenirsi il motivo delle denominazioni attribuite 
alle tre curve 

L’ipotesi / 7 j<i ci dà l’Ellisse o la curva per dqfi- 
cenza , 

m=i... la Parabola 0 la curva per eguaglianza 
m > i . . .la Iperbole o la curva per eccesso. 
Questo motivo si rinviene ancora nelle relazioni 
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jr’Cspx , y = apx , y > zpx, 

dedoUe dall’ equazione y = npx-\-qx * , 
secondo che è </<o , = o,>o. 

ii 8. Alla retta LL' della ellisse e dell* iperbole 
è stato dato , come a quella della parabola , il no- 
me di direttrice. 

Nella parabola , che ha per equazione y= ìpx, 
per ottenere la direttrice , basta prendere , a sinistra 


dell’ origine, una distanza AG = AF = 



cioè , 


una distanza eguale al quarto del parametro , c poi 
innalzare nel punto G una normale. 

Nell’ ellisse , che ha per equazione 

A’/’+B* x’=A.' B* , 


essendosi trovato precedentemente 


B’ 

A 7 


— m 


, . B’ A* — B* , c 

cioè — = — = -, onde,»=-i 

e perciò essendo cognito il rapporto m : i , ed es- 
sendo data la posizione dei punti A, F; basta, per 
determinare il punto G, costruire la quarta propor- 
zionale 


c: A : : AF : AG. 

Similmente abbiamo per l’iperbole 

B’ , A’+B’ . , £ 

m' — i =ss — - , onde m'= — — — , cioè m = ^. 

A A* 

Finalmente si vede che, in ciascuna di queste due 
ultime curve, esistono due direttrici situate ad una 
egual distanza dal centro, sul prolungamento di AB 
per l’ ellisse, e fra i punti A , B' , per l’ iperbole. 
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$ III. Trasformatone dell ’ equazione generale 
di secondo grado a due variabili 

A^’-J-Bxj'-fCx’-j-Dj- + Ex -J-F = o. 

119. Introduzione. Per completare le nozioni pre- 
liminari sulle curve di secondo grado , ci resta di 
far vedere che l’ ellisse , 1' iperbole , e la parabola , 
come le abbiamo definite precedentemente, sono le 
sole curve contenute in una qualunque equazione 
di secondo grado a due variabili. 

A primo aspetto, sembra difficile il concepire che 
possa esservi identità fra tutte le curve rappressen- 
tate da una equazione così complicata come questa , 
e fra quelle curve che hanno le equazioni della forma 


M^'+Nx* = P , o y' = Qx : 

rappresentando la prima di queste due una ellisse 
o un’iperbole, secondo che M, N, P, sono tutte tre 
grandezze positive (§ 101), oppure, essendo M po- 
sitivo , sia N negativo , c P negativo o positivo 
( §§ 109 e no); eia seconda potendo parago- 
narsi con la equazione della parabola. 

Ma riflettendo che col sostituire in queste due e- 
quazioni , in luogo di x cd y , i valori 

x=x cos a +y cos *' + a 


y = x sen * +y scn *' + b ; 

si passa ( § 89 ) da un sistema di coordinate ret- 
tangolari ad un sistema obliquo , c di origine di- 
versa , scorgeremo che 1* equazione ehe ne risulta 
v della forma medesima dell’ equazione completa. 
Ora , è evidente che questa trasformazione di coor- 
dinate non altera in alcun modo la natura della 
curva ; soltanto l’equazione che la rappresenta, atte- 
soché i nuovi assi ai quali la curva vien riferita si 
trovano in una situazione qualunque riguardo alla 
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curva , resta più complicata di rpiello clic lo fosse 
quando essa era riferita ai suoi assi principali. 

Possiamo dunque concludere , per analogia , che, 
allorquando una curva espressa da un’equazione coni 
pietà di secondo grado sia stata costruita per mezzo 
di questa equazione , esistono nel piano di questa 
curva degli altri sistemi di assi rapporto ai quali 1’ 
equazione è più semplice, e suscettibile di ricevere 1* 
una o l’altra delle due forme qui sopra indicate. 

lao. Sviluppiamo questa proposizione, col far ve- 
dere che qualunque equazione di secondo grado a due 
variabili , come 

ky* -f- Hécy -f- Cx ’ + D y -f-Ecc-f- F = o. . . (i) 

può sempre , da una trasformazione di coordinate , 
venir ridotta all* una o all’ altra delle due forme 

= P , y'— Q x * 

È necessario però di prima avvertire , che nien- 
• te c’ impedisce di supporre che la curva sia fin da 
principio riferita ad assi rettangolari; poiché se non 
lo fosse, si potrebbe ( § 93 ), conservando la stessa 
origine , ed il medesimo asse delle x , renderla ret- 
tangolare ; c 1’ equazione risultante , essendo della 
stessa forma della equazione (i), sarebbe quella sulla 
quale dovrebbe operarsi. 

Previa questa osservazione , potremo prima dimo- 
strare che, con un cangiamento di direzione di assi, 
può sempre farsi svanire il termine in xy. 

A tale oggetto , prenderemo le forinole 

x = x cos « — y sen * , 
y = x sen * +/ cos * , 

per mezzo delle quali ( § go ) si passa da un siste- 
ma rettangolare a l un’ altro della medesima specie. 
L’ angolo *, che c qui una indeterminata (§ g5) , 


I 


I 
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dev’ essere calcolalo in modo che verifichi la condi- 
zione che l* equazione trasformata resti priva del ter- 
mine in xy , cioè in guisa che venga ad annullar- 
si il coefficiente di questo termine. 

Dalla sostituzione dei valori ora addotti di X e di y 
nella equazione (i), otterremo. 

Acosj* ^HAscnaeosal ry+ Ascn,» |jr>tDco*a jr+Dscn» *+F— o 
— Gsenacos» +Bcosj * j +Bscn»cos» I —Esco» +Eco» » 

+Cscu» » — B «e*>J » I t Ccosa » I 

--aC»i.-iisco»«J * (•)• 


Ma il termine in xy , per ipotesi , deve dispari- 
re da questa equazione. Dobbiamo dunque trovar e 
per a, un tal valore, che sia 

3 A sen * cos « + Bcos’a — Bsen’a — 3C sen’ a cos * =0 


ovvero , 

(A — C). 3 sen * cos *+B (cos’a — sen’*)=o , 
o , attesoché 

sen 3* = 3 sen a cos * , cos 3* = cos’* — sen*#, 


(A — C). sen 3* -f-B cos 3 #=-o; 
equazione da cui deduccsi, dopo la divisione per 3#, 

B 


E siccome una tangente può passare per tutti i 
stati di grandezza positiva o negativa , anche infi- 
nita , uè siegue che 1* angolo # sia suscettibile di 
una determinazione reale , comunque siano i coeffi- 
cienti A , B , G ; e perciò è sempre possibile di 
fare disparire il termine in xy. 

Siano AX , AY gli assi primitivi ; per costruire i 
nuovi , guidiamo dal punto A ( fig. 79 ) una retta 
AL che formi con AX un' angolo clic abbia per tan- 


Digitized by Google 


i5a 

B 

gente — • - — - ; dividiamo poi quest* angolo in due 


parti eguali con la retta AB, che sarà il nuovo asse 
delle x ; ed AG perpendicolare ad AB sarà il nuovo 
asse delle y. 

Le formole ( t.° 3 .^ § 85 e 87) 

1 

cos 2*=-=-; — — . , sen 2* = cos 2* tang 2», 

+tang a*) ' ° 

danno altronde per i valori di cos 2* , sen 2# , 
corrispondenti a quelli di tang 2* , 

co S2 * = K'[( A - C ) , + B , ]’S en2 * == r[(A- C ) 1 H-B’]* 

In quanto ai valori di sen * , cos », che entra- 
no nei coefficienti della equazione (2) , potranno ot- 
tenersi dalle formole ( t. ° 3 .° § io 3 ) 


i — cosa* ,_.x-fcos a», 

sena=KX ), cos *=\ r { — — ). 

Riportando questi valori nella (a); si giungerà al- 
la equazione 

BI^ , -f-Nj: , -|-R/ 4 -Sx-|-F=o . . . ( 3 ), 


priva del termine in xy , nella quale la quantità 
indipendente da x e da y è restata quella stessa del- 
la equazione (i). 

x 2 1 • Procuriamo ora, con una traslazione di ori-' 
gine , di fare svanire i termini del primo grado in 
x ed in y. Perciò faremo nella ( 3 ), 


r=jr+fl, y=y -f- b ; per avere 


+ Na:’ -j-(2M5-f-R)^ -f- (aNa -f- S) x 

-j- Na* -j- R 5 +Sa F=o ... ( 4 ) 
c , volendosi che i lermiui in x cd in y svaniscano, 


\ 
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Prendendo ad «utilizzare questi valori di a , b, po- 
tremo fissare varie ipotesi che qui esamineremo suc- 
cessivamente. 

In primo luogo : I coefficienti M , N , dei qua- 
drati y* ed x' possono essere ambedue diversi da o. 

In questo caso , avendo a , b , valori reali e fi- 
niti , potrà trasportarsi l’ origine in un nuovo punto 

S R ’ 

A' che ha per coordinate— e per il 

ari aM 

quale 1* equazione della curva , riferita agli assi 


A'X" , A' Y" , avrà la forma Mf + Nx’ = P: 


indicando P ciò che diviene 

— ( Mi’ -f Na’+ Ri+SA+F) 

quando siansi sostituiti ad a , b , i loro valori. 

Potrebbe aversi, tanto R = o, che S=o; nelqnM 
caso b o a si annullerebbe ; cioè la nuova origine 
si troverebbe situata T> sull’ asse AX' o sull’asse AY'. 

Perciò , finche M ed N sono diversi da o , po- 
tranno sempre farsi scomparire i termi lineari 
in x ed in y 

iaa. Secondariamente : supponiamo che uno dei 
quadraci manchi nell ’ èquazionc ; sia , per esem- 
pio , N = o ; M , R ed S , o almeno M , ed S es- 
sendo diversi da o. 

In questo caso , il valore di b è reale e finito ; 

ma quello di a si presenta sotto la forma àc\V infi- 
nito ; e siccome non potrebbe trar 1 si l’origine 


1’ impossibilità della proposta trasformazione. 

In fatti , per N = o , riduccndosi la (3) ad 

M/’+Rj+Sx+F e= o, 


ad una distanza infinita , vien 



dimostrata 


P equazione (4) risultante dalla sostituzione di x-{-a, 
x-\-b in luogo di x , y , sarà 

M^’+( aMA+R ) /+S*+Md , +RA+Sa+F = o. 

Da questa equazione, il di cui termine in x non 
racchiude le indeterminate a, A, veniamo a conoscere 
che può disporsi di queste quantità in modo da fare 
svanire il termine in x ; ma diciamo esser anche 
possibile di annullare il termine in y e la quanti- 
tà ndipendenle da x ed y. 

Poiché, facendo a MA+R=o , Mi' -j- RA-f-S n -j- F= o , 

. , _ R MA’+RA F 

ne risulta b = — — , a = — ; , 

aal S 

valori essenzialmente reali e finiti , poiché si é [sup- 
posto M ed S diversi da o. 

Potrebbe aneli’ essere R = o , nel qual caso si 
annullerebbe b , ed il valore di a si ridurrebbe ad 

F 

a = — — . E la nuova origine si troverebbe allo- 

ra sull’ asse AX'. Con questa trasformazione si riduce 
P equazione alla forma. 

s 

Mj-’-}-S.r:= o, o y’ = Qx, ( facendo — — =Q). 

Concludiamo da ciò che , qualora P annullamento 
del rettangolo xy della (i) abbia dato luogo a fa- 
re scomparire il termine in x 1 , ma non quello in 
x ; potrà farsi svanire il termine in y e la quan- 
tità indipendente da x e da y. 

Sia , al contrario , M = o ; N , R ed S , o al- 
meno N ed R essendo diversi da o; si mostrereb- 
be in cgual guisa , che 1’ equazione può esser ridot- 
ta alla forma Nx’-f-R/ = o, 00 :’ = Qy, (ponendo 

p 

— ^ = Q ) ; ma (§93) questa equazione 
si riduce alla precedente col cangiare x in y ed/ in x . 
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ia3. Osservazione. Non può- aversi nel tempo 
stesso M = o, N = o ; poiché ponendo per M ed 
N i loro valori dedotti dalla (i) ( ved. § iao ) , 
ne risulterebbe 

A cos ’ * — B sen * cos * + C sen’ » = o , 

. A sen ’* +B sen * cos*+ C cos’ * = o ; 
e sottraendo queste du« equazioni 1’ una dall’altra 
( A — C ) (cos * » — sen ’ «)—B. a sen » cos »= o, 

ovvero, (A — C ) cos « * — Bsena*=o, 

equazione clic, divisa per cos a * , ci dà 

A — G 
tang a » = -g 

Questo risultato per concordarsi con il valore di 
tang a * ottenuto coli’ annullamento del termine in 

A- c , 

xy , cioè tang a * = — — > dovrebbe essere 

— — = — r o A — G -f-B’=o, 

B A— C, T 

ciò che non può darsi clic nel caso di A s= C e B=o 
ipotesi inamissibile , poiché si è supposto da prin- 
cipio che l’equazione (i) contenesse il termine in xy. 

124. In terzo luogo: Supponiamo che sia nel 
tempo stesso N — o, S=o; cioè che 1’ annullamen- 
to del termine .in xy abbia cagionato V annullamen- 
to simultaneo dei termini in x’ ed x. 

In tal caso , il valore di b , trovato n° iar , è 
reale e finito ; ma quello di a si presenta sotto la 

forma - . 
o 

Per interpretare questo risultato , convicn risalire 
all* equazione (3) che si riduce allora ad 
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M/*+Ry+F = o , d* onde 

Questa nuova equazione , che non racchiude più- 
che una sola variabile, rappresenta ( § 4 6 ) Ufi 
sistema di due rette EF , GII ( fig. 79 ) paral- 
lele ali’ asse AX'. Non sarebbe dunque più questa 
una curva propriamente detta che verrebbe ad otte- 
nersi, ma bensì una delle varietà comprese nella c- 
quazione generale di secondo grado a due variabili, 
varietà che apprenderemo or ora a distinguere nelle 
diverse classi del curve. 

R o 

I valori b = — — , a = — , il secondo de’ 
2M o 

quali è sotto forma indeterminata , si accordano al 
tronde benissimo con il caso particolare di cui si 
tratta. 

In %$ti , portando sull’ asse AY' una distanza 

R 1 

AI =j — — , se dal punto I si guidi la IX" 

parallela ad AX' , potremo prendere IX" per nuovo 
asse delle se , e per nuovo asse dellc^ una perpen- 
dicolare A' Y" innalzata da qualunque punto della 
retta IX" ; e così 1 * equazione del sistema delle due 
parallele EF , GH, sarà ridotta alla forma 

R-- 4 FM )=±K. 

Con ragione, dunque l’ascissa della nuova origine 
resta del tutto indeterminata. 

Si raccoglie da tuttociò, che deve riguardarsi co- 
me stabilito rigorosamente , che qualunque equa- 
zione di secondo grado a due variabili può , me- 
diante una doppia trasformazione di coordinate 
essere ridotta ad una delle due forme 


t * 


\ • 
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Mp’ + Njr’= P , y e= Q.r ; 

fuori che nel caso del tutto particolare , qual* è quel- 
lo in cui collo scomparire il termine in xy , dispa- 
riscono ancora il quadrato e la prima potenza di una 
stessa variabile; ma si sa che allora la curva si ri- 
duce ad un sistema di due rette parallele. 

ia 5 . Discussione delle equazioni 

* y’+N-r^P , y= Qx. 

Partiremo dal supporre che nella prima il coeffi- 
ciente M sia positivo , poiché , se non lo fosse , ba- 
sterebbe cangiare i segni ai due membri. 

Ciò posto , possono presentarsi diversi casi , rap- 
porto ai segni ed ai valori degli altri coefficienti. 

In primo luogo : siano NeP positivi nel tempo 
stesso con M. 

L’ equazione M/’-t-Kx 1 = P rappresenta ( § 101) 
un’ ellisse : 

i.* Varietà. L’ellisse diverrà un cerchio (§102) 
nel caso particolare di M == N. 

V irietà. N positivo e P negativo. In questo 
caso 1* equazione è del tutto impossibile , perchè a 
qualunque valore di x corrisponderebbero due valo- 
ri imaginarj per y È allora che la curva diecsi ima- 
ginaria. * 

3 -* V arietà. Sia N positivo, e P = o. L’equa- 
zione Mj-’-f-N.r’so non può, evidentemente, essere 
addempita che dal sistema (y=o , x*=ó)-, dunque 
la curva si riduce ad un punto. 

In secondo luogo. Supponiamo NeP negativi ; 
l’equazione M y* — — P, rappresenta ( § ioq ) 
un’ iperbole riferita al suo asse trasverso come asse 
delle x. 

In terzo luogo. Se N è negativo, e P positivo , 
l’equazione Mp’ — Nx’=P è ( § no ) quella di un 
iperbole riferita al suo secondo asse. 

1 •* V arietà. N=— M , essendo P positivo o ne~. 
gativo\ avremo ($ 106 ua’ iperbole equ luterà % 


i58 

2.» Varietà. N negativo c P=o; l’equazione, 
riducendosi ad AI^’ — Nx 1 = o , ci dà 


^=±r(|), 


e rappresenta un sistema di due rette che si taglia- 
no nell' origine. 

Sono queste le sole circostanze relative alla prima 
equazione. 

In quanto alla seconda equazione ^- 5 =Q.r , può 
accadere che sia Q positivo o negativo. 

Nel primo caso , l’equazione rappresenta evidente- 
mente una parabola il di cui parametro 3 p e eguale 
al coefficiente Q. 

Nel secondo , siccome , col cangiare se in — x ; 
1 * equazione j'= — Qx, diviene jr'=Qx, ne siegue 
che la curva resti ancora una parabola ; soltanto che 
viene a dirigersi nel senso delle x negative ; ma , 
ripiegando la figura a seconda dell’asse delie jr , si 
torna a dare alla curva la consueta situazione. 

Varietà. Il caso discusso n.° 134 nel quale si 
suppose N=o , S=o , è riguardato come una va- 
rietà della parabola ; attesoché N = o , è il carat- 
tere generale delle parabole. 

Si è trovato ( § ia4) 


y — r, ± 

2 Al 


2 AI 


4MF); 


qui, secondo che è R* — 4 ^F >0 , =0, <0 ; il- 
risultato rappresenta due rette parallele , una sola 
retta , o due rette imaginarie. 

Risulta da questa discussione , che qualunque e- 
quazione di secondo grado a due variabili , non può 
mai rappresentare che: o una ellisse, le di cui va- 
rietà , sono il cerchio , un punto, una curva ima- 
ginaria : 

o una iperbole , avendo per varietà V iperbole equi- 
latera, ed un sistema di due rette che si tagliano'. 
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o , in infine una parabola, le di cui varietà sono 
un sistema di due rette parallele , una sola linea 
retta , o due rette imaginarie. 

126. Verrà ripresa, nel 4. 0 Capitolo, la discus- 
sone dell’ equazione generale per la trasformazione 
delle coordinate. . 

Ci limiteremo , per ora, a calcolare i valori gen- 
erali dei coefficienti M , N, corrispondenti a quel- 
li della tang 2* perchè ci forniscono essi , con la 
massima semplicità , un carattere distintivo per cia- 
scuna delle tre curve. 

! M=Acos’« — B senjt cos«-f~C sen’ a, 1 

f 

N=A sen’a-j-B sen *cos *-j-C cos’ *. 4 
Ciò posto , dall’ addizionare queste equazioni , a- 
vremo M+N=A+C. . . . (r), 

( attesoché sen’ A + co$ ’ * = 1 ) ; 

c , dalla loro sottrazione , risulterà 

Ns=(A — C ) (cos 1 *-— sen’*) — B.2scn * cos * 


ovvero , M—N « ( A-C ) cos 2 * — B sen 2 » ; 
ma si è ottenuto ( § 120 ) 

cos 2 * = ^ 

VI (A-C / + 13 * 3’ 

sena«t= __ — !ZL? 

V [(A — C)* -f B’]; 


dunque 


M—N— I A ~ C ) 1 +B’ 
VI (A— *C)’+B’] 


0 riducendo , 


M N = |^* [( A — C ) ’+B’]. . . . (2). 


i6o 



ili 


= 1±£: + 1 y [(A — C )’+B’], i 


Perciò, 


| N= £±E_I V~[(A — C) , -f.B’ ]J 

Dal moltiplicare queste due espressioni ira loro , 
si otterrà 

= ( -^±^-J (À=G' +B’) = j(WC-B-) 


MN 


Si scorge di qui : che due coefficienti M ed N 
hanno lo stesso segno, ogni qual volta 4AC — B 1 sia 
una quautità positiva , o piuttosto B’ — 4 AC nega- 
tiva : che questi coefficienti hanno segno contra- 
rio , se B’ — 4 AC è positivo : e che l’uno di essi ò 
nullo se B’ — 4AC=o. Dunque potremo concludere che 
le tre curve sono caratterizzate nel modo seguente. 

B’ — 4^-C < ° l’ellisse , e le sue varietà , 


B’ — 4AC = o la parabola e le sue varietà, 

B* — 4AC > o l’iperbole e le sue varietà. 

127. La relazione M + Ns= A 4- C prova che, 
quando un’ equazione di secondo grado appartiene ad 
un’ iperbole equilatera , nel qual caso deve aversi 
N= — M cioè M-f-N = o, deve aversi pur* anche 
A+C = o , cioè C = — A. 

Reciprocamente A-|-C=o dà M-J-N == o , cioè 
N = — M , e l’ iperbole è equilatera. 


Considerazioni generali sulle curve di 2 0 gr° 
Diametri conjugati dell’ ellisse e dell’ iperbole. 
Assi conjugati della parabola . 

y 

128, Ciascuna delle tre curve di secondo grado 
presenta nel suo corso un carattere clic gli è tutto 
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proprio , e che perciò può se» vi re a distinguerla 
dalle altre due. 

Così , 1 * ellisse , dalla sua definizione ( § 06 ) ,( 
risulta una curva rientrante e chiusa come il cer- 
chio , o una curva limitata in tutti i versi. 

L’ iperbole è una curva composta di due rami 
eguali ed opposti clic si estendono ambedue all’in- 
finito. 

• La parabola , infine , si estende indefinitamen- 
te in un sol verso , c non ha che un ramo unico* 
Premessi questi caratteri , consideriamo di nuovo 
le equazioni 

My+Njc* = P (1) . . . . (a) 


e supponiamo clic , nel ricercare di stabilire la po- 
sizione di un certo luogo geometrico , rapporto, ad 
assi obliqui , siamo giunti all’ una o all’ altra di 
queste equazioni per rappresentare questo luogo geo- 
metrico : dico che la prima appartiene ad un ellis- 
se o -ad una iperbole , secondo ebo M ed N hanno 
lo stesso segno o segni contrarj , e che la secon- 
da appartiene , ad una parabola. 

In fatti , siano , in prima , M ed N positivi ; an- 
cor P deve supporsi positivo, altrimenti l’equazio- 
ne (1) sarebbe impossibile. 

Deduciamo, dall’equazione (i), 


N 


r C3 ±\/\. u ( N *»* 

Da questo risultato chiaramente apparisce che , 
dando ad x ( fig. 80 ) valori positivi o negativi , 

p 

aritmeticMientc minori di ^ , si ottengono per y 

valori reali ; ma che per qualunque valofe di x 
p 

fc^ggiorc di +\/^ . i valori corrispondenti di y So- 

t. y. 


1 1 


i 
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no imaginarj. È dunque limitata la curvà tiel ver- 
so degli x negativi da due parallele all* asse delle 
y ì condotte in distanze dall' origine indicate da 

p P 

X t=» + ■* = — Vìv* P er ciascuno de' quali va- 


r N’ 


lori si trova ^=+o , il che dimostra pu ranche che 
la curva è tangente a queste due parallele. 

Risolvendo l’equaziohe rapporto ad x , si dimos- 
trerebbe ancora che dessa è limitata, nel verso del- 
le y positive e in quello delle r negative, da due 
parallele all’ asse delle x , condotte dalle distanze 

P P 

, jc =. — Vjyj ! e che la curva è tangente 

a queste due rette. 

Dunque la curva è un ellisse. 

I 39. Siano adesso M positivo , N negativo , e 
P negativo o positivo', 1 ’ equazione risoluta, rappor- 
to ad r , ci dà 

N P N P 

jj)] » ot=±V[j i (^+^)]- 

Nel primo caso si scorge clic , ai .valori di x 
( fig. 81 ) positivi o negativi , aritmeticamente mi- 

P . ... 

nori di V|^ « corrispondono valori imaginarj di y ; 

p 

ma dal supporre i valori di x maggiori di ^ , 

si ottengono per r valori sempre reali , qualun- 
que valore si attribuisca ed x. Perciò, Incurva non 
ha verun punto fra le due parallela alr asse del* 

: • p p 

le jr, condotte dalle distanze x = -}-V^ c — Vj^ ì 

ma essa si estende indefinitamente a destra ed a 
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sinistra di queste due parallele , alle quali è tan- 

P 

gente, giacche da risulta y—'ì.o. 

Nel secondo caso , è chiaro , che a qualunque 
valore di x ( fig. 82) positivo o negativo, corri- 
spondono sempre Calori reali di y. 

P 

Da x^o , si ottiene y = + V ; e questo valo- 

re è il minimo di quelli che può ricevere y ; per- 
ciò la curva non incontra 1' asse delle x , ed è com- 
posta di due rami opposti che si estendono indefi- 
nitamente a destra ea a sinistra deh' asse delle y t 
1' uno sopra, l'altro sotto 1’ asse delle .r. 

Dunque , nei due casi la curva è un iperbole. 

i3o. Non ci rimane chedi discutere l’equazione 

' y' Q. x 

nella quale può sempre supporsi Q positivo , poic- 
che , se fosse negativo , basterebbe di cangiare x 
in — x , il che si ridurrebbe a variare la posizio- 
ne della figura. 

Ora , da questa equazione si deduce r—'^VO-r. 
e si vede che da qualunque valore ( fig. 83 ) po- 
sitivo di x si ottengono costantemente valori reali 
per y ; ma dando ad x valori negativi , risultano 
per y valori imaginarj ; perciò la curva si estende 
indefinitamente a destra dell'asse delle y , e non 
ha alcun punto a sinistra di quest' asse , che è al- 
tronde tangente alla curva , poiché per x=o , si 
trova y = ~t~o. 

Dunque la curva è una parabola. 

x 3 1 . Nozioni sopra, i diametri nelle curve di se- 
condo grado. 

Assume , in generale , il nome di diametro una 
linea , retta o curva , che passa nql mezzo di 
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tutte le corde parallele fra loro e condotte con una. 
direzione fissa benché possa esser qualunque. 

Risulta da questa definizione die ciascuno dei 
due assi ( fig. 80 c 82), ai quali si è supposto 
(§§ 128 , e 129) riferita la curva, è un diametro. 

In fatti , poiché ail un medesimo valore di x cor- 
rispondono due valori di y eguali e con segno con- 
trario , e reciprocamente , ne siegue che 1* asse del- 
le x passi per mezzo di tutte le corde parallele all* 
asse delle y; e che questo qui passi per mezzo di 
tutte le corde parcllcic all* asse delle x. 

Di più, siccome ciascuno di questi due diametri ha 
la proprietà di dividere in due parti eguali tutte le 
corde parallele all’altro, si è convenuto di carat- 
terizzarli ambedue con il nome di diametri conjugati 
c l’equazione = P è allora 1 ’ equazione 

di una ellisse 0 di una iperbole , riferita ad un si- 
stema di diametri conjugati. 

Gli assi principali di queste due curve 'sono quel- 
li che formano un sistema di diametri conjugati 
perpendicolari fra loro , poiché la loro equazione ha 
la forma poc’ anzi addotta. 

In quanto alla parabola ( § i 3 o) , 1 ’ asse delle x 
( lig. 84 ) è esso solo un diametro ; e si dice , in 
questo caso che la curva è riferita ad un diametro 
come asse delle x; quello delle y è tangente alla 
curva. Il sistema di questi due assi si chiama un 
sistema di assi conjugati. 

II primo asse principale della parabola è dunque 
un diametro ; c gli assi conjugati sono perpendicola- 
ri fra loro. 

i 32 . Qra ci sarà facile il dimostrar con l’anali- 
si che, nelle tre curve di secondo grado , tutti i dia- 
metri sono linee rette clic , per l’ ellisse e per 1* i- 
pcrbole , passano per il centro , e per la parabola t 
sono parallele all’ asse principale. 

Per introdurci in questa ricerca , proporremo il 
quesito nel modo seguente : Trovare V equazione 
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del luogo geometrico dei puniti medj di una se- 
rie di corde della curva , parallele fra loro e gui- 
dale in una direzione arbitraria. 

Un quesito di tal’ indole sarà agevole a risolver- 
si , riducendosi a combinare 1 ' equazione della cur- 
va con quella di una retta qualunque , a determi- 
nare le coordinate dei due punti d ’intersecfl-zione, 
ed a dedurne in seguito le coordinate del punto me- 
dio delta distanza che passa fra questi due punti. 

Ellisse. L' equazione di questa curva riferita al 
6UO centro ed ai suoi assi ( fig. 84 ) essendo 


Ay+BV = A B* . . . (1) 

sarà quella di una retta MM' , y= ax-\-b... . (2) 
Ponendo nella (1) il valore di y della (a), avremo 

( AV+B 3 )x 3 -faA’a Ax+A’(6’— B 1 ) = cv ...( 3 ) 

Questa equazione risoluta ci darebbe le ascisse dei 
due punti M , M' ; ma si rende inutile un tal cal- 
colo. In fatti , siano x' , y' ed x" , jr" , le coor- 
dinate di questi due punti, avremo, ( § Go ) per le 
coordinate a, £ del punto medio N, 

a ~ a ’ /3 '~ a ’ 

per altra parte, sappiamo che , in qualunque equa- 
zione di secondo grado , il coefficiente def secondo 
termine , preso con segno contrario , è eguale alla 
somma delle radici; avremo dunque in tal caso, 

2 A 3 a6 

x +x" = — ; c perciò , 

A a +13 


x'+x" 

a 


ossia x ss 


A *ab 

AV+B 3 ‘ 


Ora , per ottenere il valore di / 3 , potrebbe sosti- 
tuirsi nella (1) ad x il suo valore dedotto dalla (2) 
risulterebbe un’ equazione in y in cui la metà del 


coefficien te del secondo t emine , preso con segno 
contrarie*» e» darebbe il valore di /s; ma per ope- 
rare con maggior semplicità, osserveremo, che sic- 
come il punto * , fi appartiene alla corda , P altr- 
non è che il valore di j corrispondente ad x = o 
nella equazione (a); e troveremo con ciò 

AVò _ B ^ 

? ~ ~~ AV+B a + *“ A’a’+B* ' 

Che se adesso intenderemo diviso il valore di fi per 
fi B* 

quello di « , otterremo — = — 

Questo risultato indipentente dalla quantità b che 
fissa la posizione della corda MM' ( determinando- 
ne a la direzione ) , sarebbe ancora il medesimo per 
il punto medio ( / 3 ' , ) di qualunque altra corda 

pafallela alla prima ; cioè si avrebbe 

/3' B 5 J 3 " B* 

—5 » 1 — T “ > “77 — ~ * T 7 ~ » • • • • 
et A a a « A a 

Dunque , rappresentando , in generale, con / ed x 
le coordinate di tutti i punti medii , la relazione 


Z=— 


x 


B 

A’o ’ 



ir 

A ’n 


x 


conviene ad ognuno di essi , e perciò , caratterizza, 
il loro luogo geometrico. Ma questa equazione è 
( § 43 ) quella di una retta che passa per 1’ origi- 
ne. Dunque , tutti i diametri dell' ellisse sono li- 
nee rette che passano per il centro. 

Reciprocamente , qualunque linea retta condotta 
per il centro è un diametro ; poiché , dal rappre- 
sentare con a 1 la tangente dell’ angolo che fa que- 
sta retta con 1’ asse delle x , e dallo stabilire la 


relazione a 1 


, se ne deduce a : 

A a 


ir 

AV i. 


e guidando una serie di corde parallele che formi- 
no con 1* asse delle xl’ angolo corripondente a que- 
sto valore di a , avremo , da quanto si è detto , 

S er 1* equazione del luogo geometrico dei punti me- 
j di questa corde 



y 


a! x , 


che altro non è che 1* equazione della retta data. 

Iperbole. Per questa curva essendo i calcoli del 
tutto simili , ci dispenseremo dal ripeterli. 

Si troverebbe, per 1’ equazione generale dei dia- 

metri ( fig. 85 ), y = — x, 


cioè basterebbe cangiare — B* in B 1 nei risultati 
precedenti. 

Parabola. Combiniamo la sua equazione 

J 9 - (0 

con quella di qualunque retta MM' ( fig. 86 ) 

y e= ax + b (a) 


Da questa si deduce x = - — onde, sostituen- 

a 

do nella ( i ) il valore di x , ed ordinando, 

, a p ipb 

y — a - / + a - 0 

Da ciò otteniamo, per valore dell’ ordinata £del 
punto medio N , 


P _ f +y" 


p 

a 


risultato indipendente dalla quantità b, e che con- 
viene al punto medio di qualunque altra corda pa- 
rallela alla prima. 

Dunque , chiamando/ l’ ordinata generica di tut- 
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ti i punti medji avremo jr= - , per equazione del 

loro luogo geometrico ; ma questa equazione è ad e- 
videnza quella di una retta parallela all J asse delle 
x ; perciò ; tutti i diametri della parabola sono ret- 
te parallele all’ asse principale. 

Reciprocamente , qualunque retta, come LL' pa- 
rallela al primo asse , è un diametro ; e può facil- 
mente determinarsi la direzione delle corde che essa 
divide in due parti eguali. 

Sia , infatti, /' 1* ordinata costante di questa ret- 

' P P 

ta ", ponendo y 1 — , cioè a a: -p , 

si condurranno delle corde che formino con F asse 
delle x F angolo corrispondente a questa tangente ; 
e F equazione del luogo geometrico dei loro punti 
medj , sarà 




y-y » 


equazione che altro non è che quella della retta data. 

R a 

i33. Conseguenze. La relazione a' = — — — - 


ottenuta n° t32, dalla quale si deduce aa ‘— — , 

dà luogo ad una conseguenza di molta importanza : 
Sia un qualunque qiametio LL' ( fìg. 84 ) che 
ha per equazione y = a 1 .v, quella del diametro li', 
paradello alle corde divise dal primo in due parli 

B’ 

eguali, è y— — — ^ or, o y *= ax. 


Reciprocamente, dal prendere in considerazione 
il diametro li' clic ha per equazione y — dx , 
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si trova che , quella del diametro parallelo alle cor- 
de che li' divide in due parti cquali, è 

B 2 

£r a *> 0 j = a x ; 


cosi eh è questo secondo diametro altro non è che LL'. 

Di qui è che LL' ed II' formino ( § 1 3 1 ) un 
sistema di diametri conjugati , poiché ciascuno di 
£ssi divide in due parti eguali tutte le corde pa- 
rallele all* altro. 

Siccome poi il diametro LL' è stato condotto ad 
arbitrio per il punto O , ne siegue che , in ogni 
ellisse , esiste un’ infinità di sistemi di diametri 
conjugati. 

Conoscendo la direzione di uno di questi diame- 
tri -, per esempio di LL', per ottenere il suo con- 
jugato, basta delineare una corda qualunque Mm 
parallela ad LL' , e poi di unire il punto O con 
il punto medio di M/n; questa retta di congiunzio- 
ne sarà il richiesto diametro. 


i 34 - La relazione aa' a= 


B 2 

prova ancora 


che il sistema degli assi principali è il solo siste- 
ma dei diametri conjugati rettangolari ; poiché , 
ad oggetto che due diametri conjugati siano nor- 
mali fra loro , bisogna ( § ia 5 ) che fra a ed a’ 
esista la relazione aa'-j - 1 —o , o aa'z= — 1. Ora, 
questa equazione non può in generale accordarsi 


con 


aa ; 


B 2 

A 2 


che soltanto finché sia 



cioè B s= A. 


E ciò non può aver luogo finché la curva sia 
un’ ellisse propriamente detta c non un cerchio. 
Tuttavia dal supporre , nella relazione 
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o , ne risulta a' — co ; cib che 


prova che se uno dei diametri vada a confondersi 
con 1* asse delle x, 1* altro si confonde con quello 
delle y, e allora i due diametri sono normali fra loro. 
Siccome è questa la sola circostanza in cui le e- 


gl 

quazioni aa' — — 1 ed aa' — — ■ possano con- 


cordarsi fra loro, dovremo concluderne che gli assi 
formano il solo, sistema dei diametri conjugati per- 
pendicolari fra loro. 

Nel caso particolare di B r= A , la relazione 
aa'=. — 1 resta addempita , qualunque sia il sistema 
dei diametri conjugati ; dunque , nel cerchio , esi- 
ste un’ infinità di sistemi di diametri conjugati 
perpendicolari fra loro ; ed in fatti , 1’ equazione 
del cerchio, riferita ad un qualunque sistema d’assi 
rettangolari condotti per il centro , ha sempre la 
forma = A.* , essendo A il raggio. 

*35. Le conseguenze medesime hanno luogo per 
l’ iperbole , e si dimostrerebbero del tutto in egual 
modo ; ma questa curva ammette una particolari 
circostanza. 


La relazione aa'=. 


£ 

A* 


* 


che esiste fra le dire- 


zioni dei due diametri conjugati , ci mostra che, 
se uno di essi LL’ ( fig. 85 ) incontra la curva , 
nel qual caso , chiamando a la tangente che gli cor- 

B 

risponde , sarà ( § 10 S ) a < — , bisogna, per 


compenso, che, sia ; dunque il secondo dia- 

metro II’ non incontra la curva. Perciò , in ciascun. 


* 


’7 T 

sistema di diametri conjugati , l'uno è trasverso e 
T altro non trasverso. 


B a 

La stessa relazione aa' = prova ancora che 


i due angoli LOX, IOX sono della medesima spe- 
cie , cioè , o tutti due acuti , o tutti due ottusi , 
giacché, le loro tangenti hanno lo stesso segno; per- 
ciò la differenza di questi due angoli non potrà mai 
essere un’angolo retto, se pure non fosse a — o , che 
cidarebhe a' =oo ; ed i due diametri si confonde- 
rebbero allora con i due assi principali. 


r 


L’ ipotesi di B = A , ci dà aa' = 1 , o a' = J 


ciò che signiflca che i due angoli LOX , IOX so- 
no complementi 1’ uno dell' altro, nell' iperbole e- 
quilatera , qualunque siasi il sistema dei diame- 
tri conjugati che si hanno in considerazione. 

i36. Riguardo alla parabola , se si riguardi un 
qualunque punto L della curva ( fig. 86 ) , chia- 
mando y' la sua ordinata , e si stabilisca la rela- 


zione y' 


£ 

a 


cioè a== ~ • ( ved. § 122 ) , la 
7 


retta II' , condotta per il punto L in modo che for- 
mi con l' asse delle x un' angolo che abbia per 


tangente a o p ; sarà appunto l’asse coniuga- 
to del diametro LL', cioè , della retta dalla quale 
tutte le corde parallele adii' sono divise in due parti 
eguali. Questa retta è altronde tangente alla curva, 
per quanto si disse al n° i3o. 

Esiste dunque , nella parabola , un infinità di si- 
stemi d’ assi conjugati , un solo de’ quali , quello 
cioè degli assi principali , è rettangolare , poiché 


■ i. 


I 


o 


a , 


P 

? 


non può essere infinito se non che quan- 


do sia y' "=o ; nel qual caso il punto, che si ha in 
considerazione , si confonde con il punto A. 


§ IV. Identità delle curve di secondo grada 
c oh le sezioni del cono. 

137. Le curve di secondo grado assumono anche il 
nome di sezioni coniche , perché si ottengono col 
tagliare un cono con un piano , e sono le sole che 
possono ottenersi. 

Per dimostrarlo , proponiamoci di rintracciare 
1* equazione della curva che risulta dalla interseca- 
zione di un cono retto ( fig. 87 ) SADBE da un 
piano qualunque. 

Siano SC 1’ asse del cono , CD il raggio della 
base, LL' la traccia segnata dal piano secante sul 
piano della base, ed OMO'M' la curva della inter- 
secazione . 

Caliamo dal punto C la CG normale ad LL' ; 

f oi , per SC e CG conduciamo un nuovo piano 
che chiameremo piano principale , nome che das- 
si a qualunqnc piano che passa per 1’ asse del co- 
no ) ; 1 intersecazione di questo piano con quel- 
lo della curva è una retta O'OG perpendicolare 
ad LL' ( t.° a 0 § 80 ) , ed è questa retta 00' 
che prenderemo per asse delle x ; OY parallela ad 
LL' , o perpendicolare ad 00' , sarà 1’ asse delle y. 

Per un punto qualunque P di 00' figuriamoci 
che passi un piano parallelo alla base , la di cui 
intersecazione con il cono è una circonferenza di 
cerchio. Questo piano taglia il piano principa- 
le a seconda di 111 parallela ad AB , ed il pia- 
no secante a seconda della retta MPM' parallela ad 
LL' ; ed è perciò perpendicolare insieme ad 00' t 
ed III ( poiché LL' è aneli’ essa j*crpendicolaro a, 
GO e GC). 


Frattanto facciamo 

OP = x , MP —j } SO ~a , ang. SOO'= «, 

ang. OSO' , o ASBzr^s ; onde ASC= -fi. 

2 

cd SAB c= xoo° — -fi. 

2 

* ■ 

Ciò posto, siccome MP è un’ ordinata comune al 
cerchio ed alla curva , avremo ( § i36 ) 

y=iPxPH .... (i), 

cd il quesito si riduce a determinare IP , PH in 
funzione di x e delle quantità date. 

Ora il triangolo OIP ci dà , 

IP : OP : : scn IOP : scn OIP, 
o , attesoché scn IOP=scn SOO'=scn « , 


scn GIP t= sen SAB = cos-(3; 

3 

» 

TD I . , x scn « 

IL :: scn * ; cos— /3 ; dunque IP=- . 

a 1 cos J /3 

Prima di determinare PII , rintracciamo il valo- 
re di 00' ; dal triangolo SOO' abbiamo 

00':0S::scn0S0':sen00'S, o OO'raxsen/^sen^-f/S); 


onde 


00 ': 


a sen ? 
sen ( “+/S ) ‘ 


Da ciò si deduce PO'— 00' — 0P= a SCn ^ — 

(senC*-!-,*) 

Adesso , dal triangolo PO'H, abbiamo 
PII :PO'::sen PO'H : sen PHO', 


i 
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. a sen & „ , . . * , 

ovvero , PH : — , ■ . * : *. seti (•+/») : cos- /i , 
sen (•+/*) r/ 2 

, titi a sen fi— x sen ( .+/* ) 

dunque PH= - 

cos I a 

I valori di IP, PII , sostituiti nell’equazione (•) 
ci daranno per equazione della curva cercata 

x sen * / a sen ? — x se n (H~r \ 

^ cos 1 Z 3 ^ cos i /* 


I 


O — [a sen fi. x— sen(«+0). •*’] • • ( 2 )' 

J cos i. P 

X 

i38. Questa equazione essendo di secondo gra- 
do, ne siegue primieramente che latte le sezioni 
coniche siano curve di secondo grado. 

Di più t paragonandola con 1’ equazione 


s= ipx + qx l , 

che ( § n6 ) rappresenta un’ellisse , una parabo- 
la , o un’ iperbole , secondo che q è negativo , e- 
guale a o, o positivo, si scorge che la sezione b una 
ellisse , ogni qualvolta il coefficiente 

. — 2 - ^~ ^ ^ sia negativo ; una parabola se il 

•1 

coefficiente è nullo: un’ iperbole , quando è posi- 
tivo. 

Ma osserviamo che , nella espressione di questo 


coefGcientc , cos^- i 3 è una quantità essenzialmente 

positiva ; lo stesso deve dirsi di sen * , finche si 
suppone * compreso fra <*° e 200 ° (Vedremo or ora 
l’inutilità di dargli valori maggiori). Perciò il coef- 
ficiente di x l dipende unicamente dal segno di 
sen ( » + fi ). 
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. Ciò posto , per porre il piano secante in tutte le 
situazioni addattate a darci tutte le sezioni coniche 
possibili , supporremo che questo piano giri attor- 
no la retta OY ( fig. 87 ) come cerniera , in gui- 
sa che la retta 00 ', in prima coincidente con OS, 
formi poi tutti gli angoli possibili con la stessa OS. 

In primo luogo , la retta OG coincidente con 
OS, ci dà, nella traccia del piano secante sulla 
base , una tangente KK' a questa base ; perciò la 
sezione è , in questo caso particolare , ima linea 
retta. 

In fatti sia a = o , 1 * equazione si riduce ad y*=o. 
Supponiamo adesso che la retta GOO' sia in tal 
posizione che incontri le due generatrici SA, SB , da 
una stessa parte de! punto S; avremo visibilmente, 
in tal caso , «+^<20 0° , onde sen ( ) positivo , 

e — sen ( a.-\-p ) negativo ; dunque là curva è un' 
ellisse. In fatti , si ottiene allora una curva rien- 
trante e chiusa. 

In questa stessa circostanza , 1 ’ angolo * può e- 
guagliare 1 ’ angolo' SOR , cioè la retta 00 ' può di- 
venir parallela ad AB. Ma 

* = SOR s= S AB= 1 00» — - fi , ci dà 

2 

sen a t= cos -fi, e sen (*-|-/3)=sen ( 1 00 °+*- /j)=cos— 

dunque sen « sen (» -M) _^ 

cos a ! 3 , 

• fe 2 r 

L’ equazione riceve allora la forma ? 

y 1 = arac — x 1 ; 

e 1 ellisse degeuera in una circonferenza di cerchio, 
come già sappiamo. 

. Q ua ndo la retta OG , continuando il suo giro , 
giunge in una posizione parallela alla generatrice SB 
( fig* 8 S ) il piano secante diviene aneli’ esso parai- 
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lelo a questa generatrice , ed il triangolo SOO' ces- 
sa di esistere , o il suo vertice O' è situato in una 
distanza infinita ; cd abbiamo , in questo caso , 

«-f-fcaoo 0 , onde sen (*+/s)=o. 

Perciò , la curva è una parabola. Ed in fatti è 
una curva che si estende indefinitamente sotto la 
cerniera OY. 

Ma quando la retta OG ( fig. 8g ) si trova in 
una tal posizione che , essendo prolungata sopra del- 
la cerniera, incontri la generatrice S 1) nel suo pro- 
lungamento in O', abbiamo allora evidentemente 
»+p>2oo°, onde sen (a-f-, J ) negativo^ c — sen(»-f-/S) 
positivo. 

La curva c dunque, in tal caso, un iperbole. Si 
vede, infatti, che essa vien composta da due rami 
opposti clic si estendono indefinitamente sopra le 
due nappe della superficie conica. 

La retta OG , venendo a confondersi con OA 
fa che la traccia del piano secante torni tangente 
in A alla, circonferenza della base , e la sezione si 
riduce di nuovo ad una retta. 

In fatti * t= aoo° ci dà sen *= o , onde y* =0; 

Quando 1 * angolo * diviene maggiore di 200° , 
la retta GO ( fig. 87 ) prolungata riprende le 
posizioni che prima prese aveva ; e si ricade sulle 
stesse curve. L 5 angolo * deve dunque restar com- 
preso fra o° c 20o° , come si è stabilito in addietro. 

Sia, come caso particolare, a = o\ ciò che cor- 
risponde alla supposizione che il piano secante passi 
per il punto S. 

L’ equazione generale diviene allora 


7 ~ 


sen * sen ( 


cos % f /i 


( 3 ). 


Potranno qui presentarsi tre casi : 

O sarà ( fig. 87 ) 

* +/Kaoo% onde sen(»+?)>o, e —sen (»+^)<o, 


... *77 

o negativo . In questo caso è sensibile che 1’ equa- 
zione non potrebbe restare addempita clic da 
x=zo , y~o ; perciò la curva si riduce ad un pun- 
to che , come si è veduto ( § 12 5 ) è una varietà 
dell’ ellisse; Questa circostanza ha luogo , quando 
la retta GO prende una posizione 5 N interiore al- 
l’angolo A'SB , poiché abbiamo evidentemente 

A'SN+ ASB , o fi <; aoo°. 

0 sarà, a-f-/ 3 = aoo 0 ; onde ren ( *-f- fi ) = o 
( fig. 88 ); c, l’equazione riducendosi ad y'— o, la 
sezione diviene ancora una- linea retta che non è 
altra cosa che SB. E questa è una varietà della pa- 
rabola. y , i 

Finalmente , può aversi *+/*> a0o° ; onde 
— sen ( <t -\-fi ) positivo. , . • _ , 

L J equazione ( 3 ) prende allora la forma 


Y i. x V [ 


sen* sen ( «-f/ 3 ) 


]» 


cos' 4 fi 

e rappresenta un sistema di due rette che si ta- 
gli ano. 

Questa circostanza ha luogo quando la retta OG 
passando per il puntò S ( fig. 89 ) incontra AB 
fra i punti A e B. È). facile il vedere che il piano 
secante determina allora sopra là superficie del cono 
due generatrici SD, SE; e questo è un caso parti- 
colare dell’iperbole. 

Da questa discussione possiamo concludere, che il 
cono retto , colle sue intersecazioni efféttuate da 
un piano , dà luogo a diverse curve di 3 .° grado ed 
alle loro varietà. Le dimensioni di queste curve 
dipendono da tre elementi principali cioè : 1’ ango- 
lo nel centro del cono, o fi, che può essere così pic- 
colo 0 così grande quanto si vnò; la distanza a dal 
vertice al punto dellq generatrice SA, per il quale 
si fa passare il piano , c questa distanza può cre- 

T.r. t2 


V> mt 


« 7 » 

sccre da o fino «ili’ infinito; infine, l’angolo a ché 
deve restar compreso fra o° e 200°. 

N. H U sistema di due rette parallele , che h , 
come si è veduto, una varietà della parabola, sembra es- 
sere un* eccezione alla precedente conclusione. Ma noi 
Verificheremo ora che può egualmente ottenersi colla 
supposizione di P = o, supposizione che fa degene- 
rare il cono in un cilindro. 

1 39. Equazione delle sezioni cilindriche. Prima 
d’introdurre la condizione P=o nella equazione ( 3 ), 
necessita il sottoporla ad una piccola modificazione. 

Abbiamo trovato ( § 137 per la distanza OCX 

1 a sen p 
00 = sen (ai?)' 

Rappresentando questa distanza con 2A , può dar- 
si all’equazione (2) la forma seguente; 

sen « sen ( n-\-P ) , . . . , . 

■y° — coA? (aA *~* > ■ c«. 

Benché questa equazione sia in apparenza piò sem- 
plice della (2) , pure non ò così facile il dedurne 
tutte le sezioni coniche , perche A diviene infinito , 
nell’ipotesi della parabola. 

Facciamo adesso p — o , e con ciò verrà ridotto il 
cono ad un cilindro ( fig.90 ). 

Risolta da ciò sen (* + /?) = sen * , e cos i p= 1. 

Per altra parte, il triangolo rettangolo OO'K ci dà 

O'K 


00 ' 


.aA 1 


2 r 


sen * 


sen O'OK 

( rappresentando r il raggio della base ), dunque 
1’ equazione (4) si riduce ad 

jr* = 3 rsenixx — x' sen’ « .... ( 5 ) 

Tal’ è 1’ equazione generale della intersecazione dì 
un cilindro con un piano. 




fui) ottenersi direttamente dalla figura attuale.^ 9 
Abbiamo prima MP o y' = PIxPH ; 

taa i triangoli OIP O'PH danno IP«=a: sen* , 

PH = PO*’ sen*=(2A — a:)sen •; >. 

a r ' ' 


0 , attesoché 


aA ss 




sen* > . 

“ ar — ar sen *. i 


Punquc^’=xsen*(ar — xsen*)=3r5en».a:— x’scn '* 

Siccome nella ( 5 ) , il coefficiente di a: è nega- 
tivo ( fuorché per * = o, caso che andiamo a discu- 
tere ) , ne siegùe ( § 137) che ogni sezione cilin * 
anca e un ellisse ; e dal confronto di quest’ equa- 
zione con quella dell’ ellisse riferita al suo vertice 
B* 

j ' — C 2 ^ x ~ x ' ) > si riconosce che il primo 

asse aA ha per valore . 

sen * <’ 

Per ottenere il secondo, basta porre • 

B’ 

£ = sen* * ; onde B*=A’sen* •=r” ; ciò che 

prova che il secondo asse è costante ed eguale al 
diametro della base. v 8 

Perciò, le sezioni cilindriche sono ellissi che han- 
no un ’ asse comune. 

140. Occupiamoci ora nel dedurre dalla (5), il 
caso parlico|are del sistema di due paralelle- v 
Dal fare in questa equazione * = o , ne risulta 
3 0 » c ^ ie filtro non è che l’ equazione di una so- 

la retta ; cioè quella della retta AA’. Finché si sup- 



1^0 

porrà che il pano secante giri attorno al punto O del- 
la generatrice , si vede che , nella ipotesi di *e= o, 
non potrà mai trovarsi che 'y* = o; ma , col far gi- 
rare il piano attorno di un’altro punto di 00 ', il 
piano ci darà evidentemente due generatrici della 
superficie , quando si farà * = o. 

Prendiamo , per esempio , il punto G per centro 
di rotazione x e perciò , per origine delle coordinate. 

Siano CG = b, CA = r, onde 


AG = i— r, 


0G = 


AG‘ 

scn GOA 


b — r 
sen * 


b — y 

perremo nella (5) , oc=x ; e diverrà 

sen * 

.■'-I 

, b—r b — r , 

r’= 2 rsen*(.r ) — (x ) sen a ; o 

J sen * sen * 

• - » .. < •" , .. 

y a x=inen *.r— 2 r(b — r) — j’sonr»-j- 2 (è — r)sen *. x — (fi — r)* 

o , semplificando * , 


y' = — x' sen’* -j- ih sen « x-\ -/•’ — b\ 

Tal’ è 1’ equazione generale delle sezioni cilindri- 
che riferite al punto G , come origine. 

Sia ora a = o , onde sen « = o , l’ equazione si 
riduce a 


y' — i-’—b' , cioè y = ±y~(r'-~b i y 

Questo risultato esprime evidentemente la posizio- 
ne di un sistema di due rette parallele { fig. 91 ) ; 
ma aflìnchò un tal sistema sia reale , bisogna che 
sia £<r ; cioè che la distanza CG sia minore di CA. 

Dal supporre £ = o, l’equazione diviene 
e questo è il sistema delle due generatrici il di cui 
piano passa per 1‘ asse del cilindro. Nel caso ge- 
lar v 
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nerale , abbiamo due qualunque generatrici , coma , 
EE',FF\ 1 

* r '• • . » ' 


Della sezione aYUi-parallela alla base , 
nel cono obliquo. 


1 4 1 • Il cono obliquo, a base circolare , dàagnal- 
mente luogo a tre curve di secondo grado ; nto ha 
inoltre una proprietà che non appartiene al cono ret- 
to ; cioè che il piano secante vi produce della cir- 
conferenze di cerchio , sotto due dillèrenti incliuazio- 
ni rapporto alla base. 

Incominciamo dal rintracciare 1’ equazione genera* 
le della intersecazione. 

Ripeteremo sul cono obliquo SADBE ( fig- 92 ) 
la stessa costruzione fatta sul cono ietto (§ l'iq ); 
soltanto osserveremo che , siccome 1’ asso del cono, 
SC ,' non è più perpendicolare alla base , pure la 
traccia LL' del piano secante nel piano della base , 
è certamente perpendicolare a GG per costruzione , 
ma non lo è di necessità a GO' d’onde siegue che 
la retta MM* , intersecazione del piano secante con 
il piano parallelo alla base , condotto dal punto F , 
sia perpendicolare ad III ma obbliqua ad 00'. 

Premessa questa osservazione , poiché jVIP è sem- 
pre perpendicolare ad III , sarà y' =1P X I’H. 

' __ x sen « '* 

Ora , troveremo , come di sopra , IP= 7 -, 

■ f. sen A 


_ a sén . 

00 = — -, — — r » onde 


sen(*+ i s) 


PO' = 00' -OPc 


a sen fi 


— — x, e perciò 

sen (*+/3) 


PH= 


- PO'senfoc-j- /i) a sen /3 — x sen 


sen PHO'' 


sen 


B 
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Gli Angoli A , B formati nella base del cono ; sono 
legati con 1 ’ ang. p dalla relazione A-j-B+/s=a00 o ; 
onde sen Bt= sen (A+£) • 

Perciò, il valore di y * diviene , a simplificazione 
effettuata , 


f sen • sen +Z 3 ) , a sen P 

sen A sen( <*+/ 3 ) X ^ sen(a+^) X ~^ ^ , - 

Questa equazione rappresenta nn’ ellisse , una pa- 
rabola , o un’iperbole, riferita ad un sistema di as- 
si obliqui , secondo che sen («-f-f 9 ) è positivo, o 
eguale a o, o negativo ;' cioè secondo che si ha 


*+P< 


200 " , =200 


, > 200 ° 


(Vedasi quanto si disse n.' 128 .... i 3 o, sup- 
ponendo tuttavia l’ellisse e l’iperbole riferite ad una 
delle estremità di uno dei diametri conjugati ). 

Conviene osservare che la curva d’ intersecazione 
può essere nn cerchio in due maniere differenti. 

Per dimostrarlo , diamo all’ equazione la forma 


> , sen «sen (a+z 3 ) a nsenasen^ 

* " t *senAsen(A-{-/ 3 )' X seuAseu(A 4 -£)‘ 


X. 


Ciò posto , sia in prima «=A , o il piano secan- 
te parallelo alla base ; ue risulta 

sen «=sen A, sen(«+/s)=sen (A+/ 3 ) ^ onde 

sen a, sen ( ) 

sen A sen ( A-f- P)^ * ’ 

Sia ancora *=£= 200° — (A-J-/ 3 ) ; ne risulta 
sen *= sen (A4-/9) , e 


sen (*+£) =sen ( 200° — A — p+ )= senAj 


d’onde 


sen » sen ( *-f*/S ) 
sen (A+tf)sen A - ’ 
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In queste due ipotesi: <*=A ; »saB, l' equazio- 
ne prende la forma j’-f-TC’ =s=K.v , che altro non è 
che 1’ equazione del cerchio, quando l’ origine è si, 
tuata all’ estremità di un diametro preso per asse del- 
le *. • V .. -.«* > 

Per VieriMi t affinchè quest’equazione rappresentasse 
realmente una circonferenza di cerchio , bisognerebbe 
che T ordinata PM fosse nel tempo stesso perpendi- 
colare ad OO 1 ed III; ma egli e facile di porre il 
piano secante in una tal situazione che questa condi- 
zione venga addempita. 

In fatti , sia ST (fig. g3 ) la normale calata dal 
vertice S sulla base. Uniamo il dentro C della base 
con il punto T , e poi in un qualunque punto G di 
CT , conduciamo LL' perpendicolare a questa retta , 

C guidiamo un qualunque piano secante per LL' ; 
e con ciò verremo a soddisfare alla condizione di 
cui parliamo. Se dunque si supponga in oltre, il 

f iano diretto in guisa che l'ang. SÒG sia eguale sl- 
ang. B, l’ equazione Kr sarà quella di fc 

una curva riferita ad assi rettangolari, e perciò rap- $ 
presenterà una circonferenza di cerchio. 

La sezione OMO'M' viea chiamata, per convenzio- 
ne , sezione anti-parallpla alla base. 

N. B. Si conosce facilmente chfe le ipotesi ®= A 
®=B , sono le sole in cui il coefficiente 

scn « sen (*+/*) • 

; t 7 7' ,-,. possà essere eguale ad i. 

sen A sen (A+/J) r ' , 7 * .. 


sen 


/f^- 

sen (“4-z 3 ), 


In fatti, poniamo . , „ 

sen A sen (A+/ 9 ) 

d’onde sen * sen (»+£)= sen A sen(A-H); 
«la si è trovato (t.° 3.° § m) 

cos (a— b )— cos (a-Jfb=i sen a sen b ; 
e se , in questa forinola , si faccia, 


© 
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v.** «» 

a=*~\-p', &=* ; d’onde a+3=2a+p j a — b—{t f 

se ne deduce 2 sen*sen(* -f- p)= cos £ — cos ( 2 »+/*); 
e si troverebbe ancora 

2 sen A,sen (A+^^cos /S— cos (aA-f/ 3 ) ; 
eiò che ci dà 1’ equazione di condizione 
' COS (aa+^r^COS (aA-f/s), 

Ora , questa equazione non può venire addempita, 

a meno che non sia ■ 1 ■ _ 

) ' 

a*4 _ ' s = » onde «=A , 

3. o aa+^ 3== 4 00 ° — (aA--}-/ 3 ); cd «= 2 oo° — (A-H)=B.. 

. ' - ■ , 

Dunque etc. 

Sarà nel 6.° Capitolo , che vedremo questa pro- 
prietà del cono obliquo non essere che un caso par- 
ticolare di quella ciré copjpete alle superaci di se- 
condo grado. 

CAPI T O L O , III. 

/ ’ t , 1 . 

Proprietà principali delle setioni coniche . 

N _ * + ''**. N } 

i4a. Osservazione preliminare. Ahbiam veduto 
( § io5) che , per passare dall'equazione dell’ellis- 
se a quella dell’ iperbole , basta cangiare B’ in — B*; 
risulta da ciò la necessità che queste due ciir^p.deb- 
bano offrire una grandissima analogia nelle loro pro- 
prietà e sopra tutto nelle dimostrazioni di queste pro- 
prietà. Potremo dunque evitare molte ripetizioni inu- 
tili , se , dopo aver riconosciuta una qualunque pro- 
prietà nell’ ellisse , che deve riguardarsi come la 
curva la più semplice , e quella il di cui uso è più 
abituale , ci limiteremo ad accennaré la proprietà a- 
naloga nell’ iperbole , avendo beasi premura d’ insi- 


o 
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stere su quelle che potrebbero offrire qualche diffa- 
renza sia nella natura, sia nelle loro dimostrazioni. 

In quanto alla parabola , che non ha centro , e i 
di cui assi principali o conjugati sono infiniti , sic- 
come le sue proprietà non possono avere che una re- 
motissima analogia con quelle delle altre due curve, 
perciò presenteremo di questa curva una teoria affat 
to distinta. 

DEI*!,’ ellisse e dell* iperbole. 

$ I.° Proprietà di queste Curve riferite 
ai loro assi principali. 

% i 

i43, Caratteri analitici dei punti presi sopra la 
curva , è dentro 0 fuori della curva. L’ equazione del* 
1’ ellisse riferita al suo centro ed ai suoi assi princi- 
pali , essendo ( fìg. 94 ) 

Ay+B’cc 1 «=A’B* , 

ci dà , primieramente , per ognuno de’ suoi punti 
M , la relazione 

Ay’-f-B’ar*— A’B ’=o. 

Ora , considerando un punto N interiore a que- 
sta curva , siccome 1* ordinata NP di questo ptìnto è 
minore dell’ordinata MP corrispondente alla, stessa 

ascissa OP, ne siegueche A’. NP ’ sia minore di A*. 
MP a ; perciò avremo , per il punto N , 

A y+ B’jc’ — A’B’Co. 

Per un pulito N* esteriore , l’ ordinata N'P è mag- 
giore di MP, ed abbiamo necessariamente 

Ay -f-B’ar’ — A’B^o. 

AT. S, Se il punto esteriore avesse la posizione N *, 

per la quale non esiste ordinata della curva corri- 
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spondeute , siccome 1 ' ascissa di questo punto sarebbe 
già maggiore di OB , o A , ne risulterebbe 
B’x’>A’B J ; e con più ragione 

Ay+B’x’— A’B’> 0 . 

Si dimostrarebbe similmente nell’ iperbole 

A’y — B' x* = — A’B 1 , 

cbe è il carattere dei punti presi 

sulla curva . . . A * y' — B'x’+A’B’ = o , 

dentro ..... A*/’ — B’x’-f A‘B’<o, 

fuori Ay — B’x 1 + A’B’ > o. 

Le due ineguaglianze sono evidenti riguardo a punti 
tali come N ed N' , per i quali abbiamo 

NP<MP , ed N'P>MP ( fig. g 5 ). 

In quanto al punto N 1 ', la di cui ordinata cade fra 
punti A e B, siccome è OQ"<OB, o di A , no 
risulta A’B’ — B’r’ >o; onde, con maggior ragio- 
ne, sarà Ay — B*x’-J-A , B 3 > o. 

i 44 . Le definizioni dell’ellisse c dell’ipèrbole ci 
somministrano ancora per i punti presi sulla curva , 
dentro, 0 fuori, tjn. carattere interessante a conoscersi. 

Per ciascun punto M dell’ ellisse, si sa che la som- 
ma delle distanze F'M-j-FM ( fig. 94 )1 « eguale 
a 3 A. 

Per un punto R interiore , siccome abbiamo 

F'R+FR<F'M+MF, ne risulta F'R-pRF<aA. 

Per un punto R' esteriore , abbiamo, al contrario, 

FR+RT>F'M+MF; onde F'R'+R'F> 4 A. 

Consideriamo adesso l’ iperbole. Per un punto qua- 
binque M della curva , la differenza dèlie distaila 
ze F'M — MF, è eguale a a A. , « 
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Sia un punto interiore il (fig. 95 ); unendo que- 
sto punto coi punti F' ed F , avremo 

F'R = F* M+MR., ed RF< MF+MR ; 

«1’ onde si deduce F'R — RF > F'M+MR— MF — MR, 

0 F'R — RF > F'M — MF , > *A. 

Ma per dn punto esteriore F', dandoci la figura 


F'R' = F'M — MR', ed FR' > MF— MR' , 
ne risulta 

F'R'— FR' <F'M — MR'— MF+MR' < aA. 
l45. Dall’ equazione dell’ ellisse , si deduce 


B 


j’= ÀT ( A ’ )» ovverp, 

‘ • ; * ‘ 

1 » 

X . 


B* 
A' 1 


( A + x ) (A- — x ) 

Siano oca’M un punto qualunque della curva 
( fig- 94 )» <*yed , J r , le coordinate di questo punto, 
è sensibile che A+x ed A — x rappresentano le di- 
stanze AP , BP dei vertici della curva dal piede 
dell’ ordinata MP; perciò la addotta equazione diviene 
Mp B* 

ÀPXPB =3 a7” ’ MP ’ : a PxBP:;B- ; A* , 


ciò che prova che il quadrato di quàlunque ordì 
nata sta al prodotto di due distanze dal piede del- 
l ordinata ai vertici della curva , in un rapporto 
costante ; o, con altra espressione , i quadrati del- 
le ordinate sono rispettivamente proporzionali ai 
rettangoli delle distanze dai piedi di queste or- 
, tn ^f e vertici della curva . 

he se si supponga B=A,si ridurrà la relazione 
ai X o A+x)(A — x ) , 

cioè, i quadralo dell’ ordinata al diametro di un 
cerchio , c eguale al rettangolo dei segmenti di 
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questo diametro formati dal? ordinata ; ovvero >1 or- 
dinata è media proporzionale fra i segmenti dei 
diametro ; proprietà già dimostrata in Geometria 

( t.° a. 0 § 53 ) 

Similmente si ritrae dall’ iperbole 

r . — 

A* • . 


ma 


dunque 


(:c+A)(x— A) 
jc+A = AP,*~-A=BP( fig. 9 5 ) 

'■fà? = *\ 


il pieue aea orumaia c Miuaw * r r ■ » 

mentre che , nell’ iperbole , il piede dell’ ordinata 
si trova sul prolungaménto di AB, sia a destra , sia 

a sinistra. . -, 

Nell’ipotesi di B=A, o dell’iperbole equilatera, 
si riduce la relazione ad y* =» ( x+A ) ( x — A ) ; 
il che significa : che il quadrato dell ordinata e- 
guaglia il rettangolo dei segmenti del primo asse 
compresi fra i vertici della curva ed il piede dei- 
li ordinata ; proprietà analoga a quella del cerchio 

( Ci 9 a.°§ 53 ), ^ ' 

Del resto , (la precedente proprietà non e che un 
caso particolare di un altra più generale che e prò* 
.pria delle curve di secondo grado riferite a qualun- 
que asse, e che verrà dimostrata nel Capitolo. 4- 
i46. Descriviamo sull’asse maggiore AB ( ug, 90 ). 
di un’ ellisse, come diametro , una circonferenza di 
cerchio. Sarà la sua equazione y> == A’ — x’ ; essen* 

B* . ' 

do altronde quella dell’ ellisse y % — j*, '^5* 

-Siegue de ciò che , indicando con ff' ordinato di 
un qualunque punto dell’ ellisse, e con Y 1 ordina 
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ta del Cerchio , corrispondente alla slessa ascissa x , 
dovrà aversi la relazione < , 


~L = — ; onde 
V> A 1 * 




v . Y • 

y ~~~ a x » 



cioè i V ordinata dell ' ellisse sta all ordinata del 
cerchio descritto sul suo asse maggiore, nel rap- 


porto del minor f asse al maggior asse. 

Risulta da ciò un mezzo semplicissimo per descri- 
vere 1* ellisse con .punti , quando siano cogniti i due 


ASM* l 

Sopra i due assi AB, CD si descrivano due cir- 
conferenze di cerchio j innalzata , in un qualun- 
que punto P dell' asse maggiore, • una normale p M, 
si conduca il raggio OM, e dal punto L ove que- 
sto raggio taglia la circonferenza minore , si con- 
duca LN parallela ad AB il punto N , ove que- 
sta parallela incontra PM , appartiene all’ ellisse. 

In fatti , abbiamo , dalla costruzione , 


OM : OL::PM : PN 0 A;B::Y:PN ; 


B 

onde PN=--. Y — y. 

prolungando poi PM fino alla lunghezza P«=PM' 
otterremo n per un nuovo punto della cufva; i punti n, 
cd n° simetrici dei punti N ed « possono in segui- 
to facilmente determinarsi. J ' . 

Ecco ancora un’ altro mezzo per costruire 1* ellisse 
con punti , fondalo sulla medesima proprietà , ed im- 
piegato spesso con. più opportunità. f 

Siano AB , CD ( fig. 97 ) i due assi delk curva. 
Dopo di avere indicato sopra CD un punto K tale 
che risulti OK == A — B , si prenda un qualunque 
punto I , situato fra O e K , poi da questo punto 
I , come centro , con un faggio eguale ad A — B, 
o OK , si descriva un’ arco di cerchio che tagli 
AB in L ed L' ; condotte le IL, IL' , e prése 
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sopra queste due rette 1M=1M'=A ; i punii M , 
M' , apparteranno alla curva. 

Infatti , guidando III parallela ad AB , ed MQ, 
perpendicolare ad IH , i due triangoli simili IQM , 
JLPM , ci danno 

M I: ML ;; MQ : MP ; » ‘ 

a* onde . MQ=i . MQ ; 

■ k MI ’j» * A • 

ma , ponendo OP = IQ=x * abbiamo 

MQ = == Y~ (A’—*’) ; 

? • * b ^ ' 

dunque MP=— J/“(A’ — a:’); 

e si vede con ciò clic MP è l’ ordinata dell’ ellisse 
che corrisponde all’ ascissa OP. _ , v 

Prendendo poi QI'==OI, verrebbero a determinar- 
si , sotto AB, due altri pii/iti m, m'- simetrici dei pun- 
ti M * M' rapporto ad AB . 

Si vede Altronde perchè il punto ì debba esse» po- 
sto fra O e K. . . ' 

Non possiamo però per l’ iperbole prevalerci di 
mezzi di costruzione analoghi a questi ; perchè la 

B* 

éua equazione essendo y'= ( x‘ — A’ ) , non pttò 

paragonarsi con l’ altra y* = x' • — A*, cioè con quel- 
la di un’iperbole equilatera descritta sopra l’ asse tra - 
sverso della prima iperbole. Converrebbe dunque sa- 
pere già costruire uq’ iperbole equilatera, per dedur- 
ne poi lo costruzione di una qualunque iperbole. 

147. Misura della superficie dell’ ellisse. 11 rap- 

, ' . * . ' . ■ 

porto costante — che esiste fra l’ ordinata dell’ ellis- 

- ' ■ ; b • • : •/' 

se e quella del cerchio descritto sul suo asse mag- 
giore , Ci conduce semplicissimamenle all’ espressione 
della superficie intera dell’ ellisse. 


t 


\ 
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IQ fatti , Imagmiamoci iscritto al cerchio un qua- 
lunque poligono di cui MM' ( fìg. 96 ; sia uno de’ 
lati. Dai vertici AI , M' , . . . di questo poligono, 
si calino le normali sull’ aSse maggiore , unendo con 
corde i punti N , N' , . . . oVe queste normali in- 
contrano 1’ ellisse ; otterremo così un poligono iscrit 
lo a questa curva , di cui NN' sarà uno dei lati. 

Ciò posto , siano Y , Y' le ordinate dei due pun- 
ti M, M', cd^-, y' , le ordinate dei punti bf,N', 
‘corrispondenti alle stesse ascisse x , x' ; i trapezi 
MM' PP' , JVN' pp/ , ci danno 

MM' PP'=I±I 

1* j • 4 1 NN'PP' 
d onde si deduce ~ 


MM'PP' - 
Ma, si è veduto ( $ i^6 ) 


j+r' 

' Y+Y' ' 


W> 


B 




: j . Y' ; onde -takl = £. 
A Y-f Y' A * 


NN'PP' 


B 

A’ 


dunque „ 

^ MM'PP' 

In simil guisa si verrebbe a conoscere, che ciascu- 
no» ^ ra P ez j» *l ufl h c costruito il poligono iscritto 
all ellisse, sta al trapezio corrispondenie del poligo- 
no iscritto al cerchio, come B: A; d’onde può con- 
cmdersi che la somma di tutti i primi trapezj cioè 
il poligono iscritto all’ ellisse , sta al secondo poligo- 
no , nel medesimo rapporto ; cosichò, essendo p c P 

le superfici di questi due poligoni, si ha p==^‘ t' 

Questa relazione , siccome è vera , qualunque sia 
il numero dei lati dei due poligoni, esisterà ancora 
per i lor limiti, che altro non sono che la super- 
fìcie dell ellisse e quella del cerchio. Dunque , rap- 
presentando con s ed S queste due superfici, avre- 
mo necessariamente 


» 9 2 , 



Ma sappiamo che ( t° 2 ° $ 7 4 ) » rappresentando 
k il l'apporto della circonferenza al diametro, o la 
superficie del cerchio che ha i per raggio, ir A a espri- 
me quella di un cerchio che ha per raggio A; perciò 
fi 

ir. A'. - , o v. A. B, è l’espressione dell’in- 
tera superfìcie deli’ ellisse. 4 

c ' . » * 4 

Per l’iperhole, si otterrebbe egualmente j=-Ì . S ; 

rappresentando s l’area compresa fra la curva ed una 
qualunque corda parallela al secondo asse , S 1’ area 
corrispondente di una iperbole equilatera descritta sul 
primo asse. Ma questa relazione niente può farci co- 
noscere sulla quadratura dell’ iperbole, poiché conver- 
rebbe conoscer prima quella di un’iperbole equilatera. 

Proprietà delle corde supplemenlarie , e delle lo- 
ro relazioni con i diametri conjugati. 

i48- Se dalle estremiti A e B ( fig. ioo ) dell’ 
asse maggiore si conducano due rette ad un qualu- 
que punto M della curva , queste rette di congiun- 
zione sono quelle che si denominano corde supple- 
mentane. fisse fanno con il primo asse due ango- 
li che hanno fra loro una relazione rimarchevole. 
Primieramente , la retta BM , passando per ,il 

S unto B le di cui coordinale sono_y = o, x=A, 

a per equazioni 

* 

y— a (x — A ) ; 

e la retta AM, passando per il puuto - 
( 7 o t # = — A ) , hai’ altra r , . ' 

y = a' ( X -f A ). 
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Ciò posto , indichiamo con x y' , le coordinate 
del punto M ; dovendo queste verificare le prece- 
denti equazioni avremo 
y = a (*'-A) 

/ = «' (x't A) 


f —a ( ~ — — j x 

; onde a = — 

x' 


a'- y ‘ 

1 jp+A 7 * 


r' a 


e perciò , 

1 ’ x ’ '—A' 

ma poiché anche il punto ( .r' , y' ) si trova sitila 
curva 

avremo À a r' a +B’jr ,J 3=A , B 1 } cioè — — — — e 

J . x ,j —a: à a 2 


dunque finalmente 



(0- 


Relazione che , nel caso di B=A , diviene 
aa '=— i i ciò clie pròva che , nel cerchio , la car- 
de supplimentarie sono ad angolo retto. 

La medesima relazione (i) esiste ancora fra gli 
angoli di due corde supplimentarie che partono dal- 
le estremità di un qualunque diametro EE'. 

In fatti , siano x '* , y" , le coordinate del pun- 
to E; quelle del punto E' saranno (§ roo) — de" , 
— y" ; e le equazioni di due rette condotte dai pun- 
ti E , E' , ad un qualunque punto M' della curva 
avranno la forma 


7 — y" — a ( x—x ") , 
jr+jr" =*a'(x+x")ì 


E siccome il punto M' o ( x\ y' ) si trova nel 
tempo stesso sopra queste due rette , avremo Le due 
relazioni 


r<-y" =a (x'—x"), 

r '+y"=a'Cx'+x") 

T. y. 


r ,J — r' 

onde «tU 7i ^v t » 


X-—X"* 

i3 


i 
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Ma , i punti M' , E , E' trovandosi pur anche 
sulla curva , avremo egualmente 

Ay’+BV’—A’B’, 

v Ày'*+BV'’=A a B’, 

B a 

e perciò , aa'= — 



Riprendiamo adesso le due corde supplirnentarie 
AM , BM , e proponiamoci di determinare 1 ’ ango- 
lo che esse fanno fra loro ; basta , a tale oggetto , 


a — p 

che si calcoli 1’ espressione ~^_ aa i ’» rappresentando 

a la tangente di MBX , ed a' quella di MAX. 

y' y' 

Si è trovalo di sopra , 0=^7 ^— a '~—, 


dunque 


V+A’ 

a— a' aA y> 

i+aa' 


y 






x (i — 


x' 2 — A’ 

Ma T equazione Ay’-j-B 2 .*:' 2 = A 2 B a , 

, 1.1 » 


ci dà 


A J r ,a 

‘_A’=: L • perciò otterremo 


B 


a — a! 3A7-' — zAB’, , . 

i+««' Ay* “(A 2 — B*y ”“ w ' 

b‘ 

Dalla semplice considerazione di questo risultato 
veniamo prima accertati che , avendo riguardo ad 
un qualunque punto M della curva situato sopra 
AB , nel qual caso y' è positivo , la tangente del- 
1 ’ angolo AMB è negativo ; dunque quest’ angolo e 
necessariamente ottuso. E ciò dev’ esser così, atte- 
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sodio tulli i punti deli* ellisse sono intcriori alla 
semi-circonferenza descritta sopra AB come dia- 
metro. 

Si vede , inoltre , die più è grande jr' , e più il 
valore aritmetico dell’ espressione (a) divien picco- 
lo, ed, in conseguenza, più l’angolo è considera- 
bile ( poiché un’ angolo ottuso è altrettanto più 
grande , quanto la sua tangente c aritmetieamentu 
più piccola. 

Dal massimo di quest’ angolo , che corrisponde a 
quello di r' , cioè ad y'= B , si ottiene per valore 
corrispondente della espressione (2),. 

— 2 AB J — aAB 

(A’— B’)B ’ ° A a — 1 F* 

I valori di ii , a' divengono altronde , in tale 
ipoteti , 

B B 

a= — — , a' —— , poiché y'=s B , dà x'=o. 

A A 


Si raccoglie da tutto ciò eli c le corde supplimen- 
tarie condotte dalle estremità dell ’ asse maggiore , 
formano nel punto C il maggior angolo possi- 
bile. 

149. Nell’ iperbole , si troverebbe, mediante la 
relazione fra gli angoli delle corde supplimentaric. 



; e per l’espressione dell’angolo clic esse 


formano fra loro , 


aAB* 

(A*+B*)j* 


( fi g- 99 )• 


Quest' ultimo risultato dimostra che 1 ’ angolo AMB 
o AM'B delle due corde suppliraentarie è Sempra 
acuto , e che diminuisce di più in più a misura 
che y aumenta. Quando in fine si suppone a 
quest’ angolo si annulla. 


1 
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Serve anche ciò a provare la relazione aa' = 



Infatti , il prodotto delle due tangenti a ed a ' , 
essendo positivo , prova che queste tangenti hanno 
lo stesso segno ; dunque gli angoli corrispondenti 
MBX , MAX , o M'BX , M'AX , sono ambedue 
acuti, o ambedue ottusi; la differenza di questi 
angoli , che altro non è che AMB, oAM'B, è al- 
lora necessariamente un’ angolo acuto. 



B 

ne risulterà anche a' —— ; le due cor- 

A 


de supplimentarie divenendo insieme parallele all’ 
assintoto OL , fanno fra loro un’ angolo nullo. 

i5o. Conseguenza sopra i diametri conjugati. Se 
dal centro di un’ellisse , si guidino due diametri 
GG' , HH' , ( 6g. too ), respettivamente paralleli 
alle corde supplimentarie AM, BM, avremo fra gli 
Angoli , che formano questi due diametri con l’as- 


se maggiore, la medesima relazione aa'— 



Ora , questa relazione è precisamente quella 
(§ r33 ) che caratterizza due diametri conjugati. 

Dunque, due diametri , respettivamente paral- 
leli alle corde supplimentarie d’ un’ ellisse , for- 
mano sempre un sistema di diametri conjugati. 

Dopo ciò, conoscendo un qualunque diametro GG', 
per ottenere il suo conjugato, basta condurre dal 
punto A una corda AM parallela a GG' , tirare 
la seconda corda supplimentaria MB , e poi deli- 
neare il diametro HH' parallelo ad MB. 

La conseguenza medesima si applica all’iperbole 
per la quale la relazione delle corde supplinienta- 
rie e quella dei due diametri conjugati , è egual- 
mente 


Digitized by Google 


V 


*97 

B 1 

aa '=- — , Pure , sarà opportuno 1’ osservare che, più 

A 

jl punto , da cui si conducono le due corde sup- 
pliraentarie , si allontana dal vertice * e più i 
due diametri conjugati , qno de* quali trovasi sopra 
e l'altro sotto 1’ assuntolo (§ >35), si approssimano 
1’ uno all’ altro ; e allorquando il punto è situato 
all’ infinito , cioè, quando le corde supplimentarie 
sono ( § 1 49 ) parallele all’ assintoto , i due dia- 
metri conjugati si confondono in uno. 

i5i. Osservazione. Nell’ellisse, siccome si è ve- 
duto ( § 148 ) che l’angolo AMB ( fig. joo) del- 
le due corde supplimentarie è sempre ottuso , e che 
quest’angolo perviene al suo massimo nel punto C, 
ne risulta che 1’ angolo GOH , formato dalle parti 
di due diametri conjugati poste dalla stessa parte 
rapporto all’ asse maggiore , sia necessariamente ot- 
tuso , e che i due dianaetri conjugati II 1 , LL' , 
paralleli alle corde AC , 1JC , formino fra loro il 
più grand’ asse possibile. 

Per qualunque sistema GG' , Uff' , avendo l’ang. 
GOH per supplemento GOIl', è sensibile che più è 
grande il primo angolo è più è piccolo ilsecondoj 
cosichc dall’ essere l' angolo 10L un massimo fra 
gli angoli ottusi formati da due diametri conjugati, 
ne sicgue che l’angolo 10L , sia un minimo fra gli 
angoli acuti formati da questi stessi diametri. 

D’ onde può finalmente concludersi che l ‘angolo 
di due diametri conjugati di un ’ ellisse qualunque 
è sempre compreso fra i due limiti IOL' o BCA' 
ed IOL o BCA. 

Vedremo in appresso le altre conseguenze che ri? 
sultano da queste proprietà. 
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Problema delle tangenti, 

j5a. Proponiamoci adesso di condurre una tan- 
gente all' ellisse o all * iperbole da un punto dato 
sul piano della curva. 

Per risolvere questo quesito , ci prevarremo di 
un metodo analogo a quello del n.° 66. Siano x\y' 
le coordinate del punto dato ; essendo 1’ equazione 
dell’ ellisse A 2 /* -f B 1 x 1 — A 2 B .... (i) 
quella della retta cercata avrà la forma 

y —y' =«( x — x' ) ... . ( 3 j, 

e si tratterà di determinare a in guisa che la retta 
considerata prima come secante , divenga in segui- 
to tangente. 

Dalla equazione ( 2 ) si deduce y — ax' 

onde, sostituendo nella ( 1 ) ed ordinando rapporto adar, 

(AV+B>%3AXr--«*>-fAV— **7"A’B’=o 

La risoluzione di questa equazione ci darebbe due 
valori di or, che altro non sarebbero che le ascisse 
dei punti d’ intersecazione di una curva con una 
retta corrispondente al valore particolare che si sa- 
rebbe in prirnp attribuito ad a. 

Ma , volendosi che la retta sia tangente , biso- 
gna ( § 65 ) che esista fra i coefficienti di x la 
relazione 

flar') 3 -/}A a (A , « , -fB , )[( r , -aar')’— B 2 ]=o, 
o, sopprimendo le due quantità, 

4A 'aXy'-ax' )’-4A4 a 3 (y'-ax 1 )’ , 
che si distruggono , e dividendo per 4A’B 1 , 

— ( y — ax' ) 2 +A 2 a’+B’ e o , 
oppurrc, sviluppando, ed ordinando rapporto ad a 

( A 2 — x' 2 ) a’-f-sr' jr ' . n-f-B' — y 13 = o. . . (3). 


« 
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E questa è la condizione generale del contatto di 
una retta condotta da un qualunque punto 
con l' ellisse. 

( L' osservazione del n.* 67 , relativa a questa condizione, 
è applicabile, parola per parola, al quesito che ci occupa; 
e perciò si rende inutile il ripeterla ). 

. ’ t ; . . 

Dall’ equazione (3) , a simplificazionc effettuata 
si deduce 


x y 

t — ~ 


A 2 — x ,a — À a 


-oc 


/a * 


V(Ay a +BV a _A’B\.(4) 


risultato clic dimostra che da un punto datoN(fig. iot) 
possono, in generale condursi due tangenti NM, NM'. 
Ma affinchè il quesito sia possibile , bisogna che 
sia A a ? ' a +B.r' a — A J B* > o cioè ( § ifò ), che il 
punto N sia situato fuori della curva, non dentro, 
poiché allora si avrebbe 

A a /HBVVA a B , <o ) 

ed il radicale diverrebbe imaginario. 

Ciò prova ancora che la curva deve presentare 
la sua concavità verso jl centro della curva , per- 
chè altrimenti, si rende facilmente sensibile chela 
tangente dovrebbe esser situata dentro la curva. 

Se si supponga A J /'+ B*x' a — A a B a = o nel 
qual caso il punto dato è sulla curva, per esempio 

in M, 1’ espressione (4) si riduce ad a s= — — . 

. V ' A a -x' 2 ; 

ovvero, chiamando x" ed y‘ le coordinate del pun- 
to di contatto , e avendo in vista la relazione 

AV" a = B a (A a J -x" a ), 

B a *" 

a “~A ’T 77 * 

Si ottiene dunque , in questo caso , per 1’ equa- 
zione della tangente 
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t53. Potrebbe giungersi direttamente a questa e-» 
quazione con un metouo analogo a quello del n.° 68, 
Siano ( x ' , jr' ), ( x'\ jr' ) le coordinate di 
due punti della curva , uno dei quali deve divenire 
jjn punto di contatto. La retta, che unisce questi 
due punti , è rappresentata dal sistema delle 

tre equazioni ^ Ay*t’B 1 .r w = A’ B* . • • • (a) | 

k AV ,a +BV r * = A’B 1 ... (3 jj 

Sottraendo la (3) dalia (a) si trova la 

A’C/'+j") (7 , -r")+B , (x'ta C ,, )(x , -a:'')=o...(4) 

equazione che può sostituirsi alla (a). 

Ma la relazione (4) ci dà 

r'—r" _ B* *'+.r"; • 

A 7 ' r'+jr" 

dunque la secante è rappresentata ancora dal sisti— 
ma delle equazioni 

y -r'=-x*‘ *V '’+bv'Wb- . 

Per esprimere che questa secante divien tangen- 
te , convien porre y= jr" , x' x=x" ; ciò che in 
fine ci dà 

B 1 x". 

J-7" = ~ £v pi (*-*") 

per la equazione della tangente , coll' assocciarvi 
tuttavia la relazione 

A’/'* +B a x" l =A , B\ 
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Si troverebbe , riguardo all’ iperbole , 
B 3 x?_ 

A 


sor 




Svendo a per valore , a 


B 3 *" 
A 3 /' * 


g 1 

i54. Ripresa la./— ( x — x" ) 

% 

jier simpliflcnrla ; diverrà prima , togliendo i de* 
nominatori , A 3 > y" — A 3 /" 3 = — B 3 .r a:"+B 1 x" 3 ; 
ma abbiamo A 3 /" 3 + B 3 .r'' 3 = A’B 3 ; dunque 1* e- 

cjuazione si ridurrà a A ^yy" + B’xar' 1 = A 3 B 3 . 

Li stessi calcoli effettuati sull’ equazione della tan-r 
gente all’iperbole, la ridurrebbero ad 

A 3 yy" — B 3 xx" = — A 3 B 3 - 

Queste equazioni non diversificano da quelle dell’efe 
lisse e deli iperbole se non in quanto che i quadrati f* 
cd x 1 vengono rimpiazzati dai re tt angoli yy" ed xx" . 
Nell’equazione semplificata della tangente all d- 

A 3 .. . 

lisse, facciamo y ss o, e trovaremo x = — ,, («§• 101 )» 


e questa è 1’ espressione dell’ ascissa OR del punto 
ove la tangente incontra 1 asse delle x. 

Se da questa distanza OR si sottragga 1’ ascissa 
x" del punto di contatto , ne risulta 

* a A’ x "‘ 

OR — OP, o PR= -r, — x" = tt-; 

x" X 

la retta PR è quella che si denomina sotto tangente- 
Siccome la sua espressione non dipende dal se- 
condo asse aB, nc sieguc che , per tutte le ellissi co- 
struite sopra il primo asse , le sotto tangenti che 
corrispondono alla medesima ascissa , siano eguali- 
E , con altra espressione, se da un punto P dei- 
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V asse AB s’ innalzi una normale che incontri que- 
ste ellissi nei punti M , M' , , . . . , e per questi 
puntisi tirino ad esse delle tangenti, queste si riu- 
niranno tutte nello stessso punto dell’ asse delle x. 

Ma il cerchio , descritto sopra AB come diame- 
tro , è un’ ellisse , dunque la sottotangente è la 
stessa tanto per la data ellisse come per il cerchio. 

Risulta da ciò un mezzo semplicissimo per con- 
durre una tangente all’ellisse da un punto dato M: 
da questo punto , calata la normale MP , e dal 
punto M', ove questa normale incontra il cerchio 
descritto sopra AB diametro , condotta una tangente 
che incontri in R la AB, e guidata la MR, avre- 
mo in questa la tangente che si richiede. 

Dal fare similmente j — o nella equazione 

A *yy " — Wxx" = — A* B’ , si trova 


A a 

f =aOR ( fig. ioa ) ; dunque OP * — OR, o 

> 

TR = . Questa espressione della sotto- 

x 

tangente dell' iperbole è costante per tutti i pun- 
ti ( che corrispondono ad una stessa ascissa ) delle 
Rifiorenti iperboli descritte sul primo asse aA. 

i5 5. Osservazione. Il valore della sottotangente 
può ottenersi direttamente dall’ equazione simplifica- 
ta della tangente, col supporvi y = o ; e col de- 
terminare il valore che corrisponde ad x — x" ■ 
Avremo infatti , dalla supposizion# di y = o , 
nella equazione relativa all' ellisse , 

A a — r" a 

x — x '= , o , attesoché 

li x 


A y ,a = B 2 ( AW” • x-x" : 


A’ 


ZjT" 
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Se , nella equazione, relativa all’iperbole, si fac- 
cia jc=. o , si trova egualmente 


x — x 


A’— jc 


# 

— , risultato identico con quello 


che corrisponde all’ ellisse , ma con segno contrario 
a quello del risultato già ottenuto ( § i 54 )* 

Per interpretare questa circostanza , osserviamo 
che , nell' iperbole , la distanza PR è situata sull* 
asse delle x , a sinistra del punto P ( fig. 102 \ 
punto che deve riguardarsi come quello dal quale 
conviene dipartirsi per valutare la sottotangente ; 
perciò , questa distanza deve esprimersi negativa- 
mente ; ed , in fatti , avendosi sempre per I’ iper- 
bole x" > A , ne siegue che 1 * espressane 

A a — x " 3 . . x"* — A* 

77 sia negativa, e si riduca a ri — 

Tanto ci basta per concludere che il primo mez- 
zo impiegato per determinare la sottotangente , ci 
dà il suo valore assoluto ; mentre il secondo ci som- 
ministra questo valore con il segno che deve esser- 
gli proprio , avendo riguardo alla sua posizione 
rapporto al piede dell’ ordinata. 

. A’ x"* 

NelUfllisse, - è positivo, perché la sot- 


totangente è situata a destra del punto P ( fig. 101 ). 

( Supporremo qui il punto M di contatto situa- 
to a destra dell’ asse delle y ; perchè , se fosse al- 
trimenti , le conseguenze ora stabilite, avrebbero 
luogo in senso contrario ). 

i 56 . Siaci proposto adesso di condurre dal pun- 
to di contatto M ( fig. fo2 ) una normale alla tan- 
gente; rintraccieremo l’equazione di questa normale 
coni’ anche l’espressione della sotto-normale PS. 

Poiché questa retta passa per il panto(j?", y")i 
la sua equazione avrà la forma 
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y— /"=«'( x-x" ); 

e siccome dev’ essere normale alla tangente , per la 
quale abbiamo 


a 


BLc" 
A V" 


la relazione aa'+i= o , ci db 


a'- A ^" • 

a ~W* T ’ 

e V equazione della normale all’ ellisse è allora 

Al 

< *-«’ ' )• 


Così si otterrebbe per 1 * equazione della normale 
all* iperbole y — y" s — ^7, ( * — *" ) 

Se , nella prima di queste equazioni , supporre- 
mo y = o , e dedurremo il valore corrispondente 
ad x — x“ cioè 


X — X = — 


— 

A*' 


sarà questo il valore della sotto-normale PS ; poi- 
ché x — x'“ rappresenta chiaramente , *#1 caso 
di x =z o , la differenza delle ascisse del punto S 
ove la normale incontra 1’ asse delle x, e del pun- 
to di contatto M. 

Questo valore della sottonormale è poi negativa , 
come dev* essere, poiché vien valutato partendo dal 
punto P , nel senso negativo. 

La stessa ipotesi di r==o , introdotta nella equa- 
zione della normale ali* iperbole , ci dà 



La sotto normale è qui positiva, perchè (fìg. 102) 
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PS vien valutato a destra del punto P. 

* 57 . Dal riflettere al valore assoluto della sotte- 
si 

normale x" , scorgiamo che, per l'ellisse, 
A 


più aumenta x" , c più aumenta questo valore. 

Sia x" —o , nel qual caso il punto di contatto 
è nell' estremità C dell' asse minore ; la sottonor- 
male si annulla , ciò che prova che la normale cor- 
rispondente passa per il centro. 

Sia x" ss A ; allora il punto di contatto è in B; 


la sottonormale si riduce a 


B'A 1 
"A 7 * 


o 


B 

A 


e sic- 


come A è il maggior valore che possa ricevere 
1' ascissa x" , ne siegue che la sottonormale sia su- 
scettibile di un massimo , che altro non è che la 
metà del parametro ( § 116 ), o l'ordinata che 
passa per il foco. 


Nell’ iperbole all’opposto, 


B’ 

A 


è il minimo fra le 


espressioni della sottonormale; e si ottiene col fare 
x ' = A. Da qualunque altro valore di x'\ quel- 
lo della normale risulta più grande , e diviene in- 
finito quando sia infinito lo stesso x". 

i58. Riprendiamo il caso, in cui si tratta di 
condurre una tangente all ellisse o all iperbole * 
da un punto dato fuori della curva , onde dedurre 
dai risultati alcune proprietà analoghe a quelle già 
riconosciute per il cerchio ( ved. § § 70, 73, 73), 
Siano x',y' le coordinate di un qualunque pun- 
to N ( fig. io3 ) dal quale vuol condursi una tan- 
gente all' ellisse. 

L’ eqazione di questa tangente è della forma 
y—f = a ( x—x' ) ; . 


t 


! 

I 


\ 


1 

( 
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avendo a per valore ( § i5z ) 


B* x” 

A* ‘ /' ; 

cd il quesito si riduce a determinare x" , y" , 
che rappresentano le coordinate del punto di con- 
tatto , in funzione di x' t y' , che esprimono quel- 
le del punto dato. 

Ora, dall’ essersi trovato ( § 1 54 )i P er l’equa- 
zione semplificata della tangente , 

Ayy"+Wxx" = A a B* ; 

c dal dover essa passare, per ipotesi , per il punto 
(x 1 , y 1 ) avremo per prima relazione in x' ed y " , 

Ay/'+BV/=A’B’ . . .;(*)• 

Ma , il punto ( x" , y" ) appartenendo alla 
curva , deve aversi per seconda relazione 

Ay'HBV’srA’B’ .... (a). 1 

Ora, eliminando x" ed y" fra queste due equa- 
zioni , una delle quali b di primo grado , si trova, 
a calcolo cflettuato , 

A a (B a x';£r'V(Ay a +B a x' J — A’B a ) 

* ~ Ay'+Wx't ’ 


„ _ B a (A a r ':f x'\/(Ay a -f BV a — A’B' 1 ) 

J ~ Ay a +BV a 

BV' 

Questi valori sostituiti in a = — - . , ,, , ci da nno 

Ay 


_ -yBV±/V(Ay 9 +BV a — A a B‘ 
a ~~ A y+x' V(A a r ' a + B a x' a — A a B a " * 
risultato che , dal moltiplicarlo sopra c sotto per 

A a r'±V( Ay a +BV a — A a B 9 ); 

( a d oggetto di rendere il denominator razionale ), 
si riduce ad 
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30 ^ 

„ _ -*>'± V(Ay ! *+B V 2 -A 2 B' 

AW> 5 

valore ottenuto n.° i 5 a. 

L’esecuzione di questi calcoli , che non offrono 
difficoltà alcuna, tanfo più che sono analoghi „ 
quelli già effettuali por il cerchio ( § 70 ) viene 
ommessa acciò serva di esercizio ai principianti. 

1 %• In v e ce effettuare l’ eliminazione posso- 
no ( § 5 1 ) costruirsi separatamente i luoghi geo- 
metrici espressi dalle equazioni (1) e (3); Riguar- 
dandovi x" ed jr" come variabili. 

„ ?, ra ’ ^equazione (a) è sensibilmente quella del- 
1 ellisse già costruita. 

In quanto all’equazione fi), essendo questa di 
primo grado , appartiene ad una linea retta , la di 
cui posizione può facilmente determinarsi dai suoi 
punti d’ intersecazione con gli assi. 

Otterremo per j"=o . . . "xz=£~ 

e P er ' x"=o . . . 

r' 

Dopo di aver costruito sopra OX , OY , ( fig. 

A 2 B 2 

io 3 ) le distanze 01 =— c d OH = - si uni- 

* J 

ranno i punti I ed H con una retta i di cui punti 
d intersecazione M ed rn con la curva altro non 
sono che’ i punti di contatto. Guidando poi NM ed 
!S/n, si otterranno le due tangenti richieste. 

Conseguenza. 11 risultato x" = —7, essendo in- 

X 

dipendente dall’ ordinata y' del putito N , prova 
elm se venisse considerato un’ altro punto N' sopra 
L parallela ad OY, e se a questo punto si condu- 
cessero due tangenti N'M' , N'/»' , la retta , che 
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unisce i punti di contatto , passerebbe per lo stesse» 
punto I. 

Lo stesso lia luogo rapporto ai punti presi sopra 
una parallela all’asse delle x; poiché 1* espressione 

B* 

y s=- è indipendente dall’ascissa x' delpnnto N. 

Questa proprietà , analoga a quella già dimostrata 
( § 7^ ) l )er *1 cerchio sarà verificata inseguitori- 
guardo ad una retta situata in qualunque modo nel 
piano della curva. 

I risultati precedenti sono veri egualmente per l’i- 
perbole , e la dimostrazione sarebbe assolutamente la 
stessa. 

. 60. Affinchè non vi sia cosa alcuna a deside- 
rarsi sul problema delle tangenti , esamineremo cosa 
div enghino le espressioni 

BV B*x B 

a =— Xy 1 ’ a ~ly M 

quando si riguardi il punto di contatto ( x" , jr" ) 
in tutte le possibili posizioni sulla curva. 

Ellisse. Per poter facilmente determinare le varia- 
zioni cui va soggetto il valore di a , porremo in 

luogo di y" il suo valore ±?- Y~( A’ — x" ), ciò 


che cangerà l’ espressione di sopra nell’ altra 

• . • 

a = »\i ovvero, sopprimendo i 

±A’|K~(A 3 — se” ) 

ri comuni e dividendo sopra e sotto per x' 1 " , 

B 


fat - 
nella 


a = + _ t )* 

Ciò posto , dal fare prima x" === o , nel qual ca- 
so il punto di contatto si trova in C o D(fig. ior) 
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— i ) dimi- 

X 


*« 9 

A 1 

la quantità ~^- xt diviene infinita ; d’ onde si deduce 

a — o. Dunque , nei punti G e D , la tangente è 
parallela all’asse maggiore. 

A misura che aumenta x' , o positivamente , o ne- 

! - 

gativaraente , —, e perciò 

nuisce ed il valore di a aumenta aritmeticamente 
di piu in piu. Quando in fine si suppone x" =±A, 
nel qflal caso il punto di contatto si trova in Boin 
A, il radicale si annulla , e si ottiene n=» ; dunque 
la tangente in questi due punti è perpendicolare al 
primo asse. 

Se si fà passare x" per tutti i stati di grandezza 
da o fino ad A , è sensibile che il valore di a pas- 
serà per tutti i stati di grandezza da o lino all 'infinito 
negativo , e da o fino all* infinito positivo. Perciò 
la tangente prende tutte le inclinazioni possibili 
rapporto al primo asse ; gli angoli sono acuti per 
tutti i punti situati fra B e D , o fra A e C ; sono 
altusi per quelli situati fra G , e B, o fra D ed A. 

Si vuò saper, per esempio, in qual punto la 
tangente all’ellisse fa coll’ asse maggiore un'ango- 
lo dato? 

Sia t la tangente di quest* angolo ; facendo 
— B\r" 

A y U - ■ — t , ciò che e; dà l'equazione j . 

** * "fc" A^"+*<aì****o; •• *.» -V ri i 

combiniamola con l* altra 

Ay ,, +BV' , = A*B» ; 

col sostituire in questa il valore di y" dedotto dalla 
prima; troveremo B 4 j?" +A , B , t’x l v ’ = A'B’i 1 • 

r or* TX' • 


t. r. 


*4 


$ 
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d’ onde dcducesi 


±A* 


y~(A 'Z’-f-B’) 1 

risultato sempr e reale, qualunque sia il valore di t. 

Sarà però questo necessariamente minoro di A, 
poiché J^(A V-+-B') è maggiore di A t. Tuttavia 
so fosse t = co , si troverebbe 

±A 't ±A » 


, o 


r(Av+B’) r(A’ + v) 


=A. 



* 1 * 

. 161. Iperbole. L'espressione a= rr divie- 

ne , col sostituirvi ad y" il suo valore , 

**• • " 

- • ■ il » 

4s=(l* — T— 7 A 

facendo in prima x" s= ± A , che à il minor 
valore che possa riceverò x" , si ottiene a=oo ; dun- 
que , nei punii B ed A ( fig. ioa ) , la tangente è 
perpendicolare al primo asse. 

A misura che aumenta x " , diminuisce H termi- 
ne — „ t ; in conseguenza , il denominatore si appros- 

X 

sima sempre pii a divenire eguale ad A ; e quando 

JJ 

si supponga x"= <® , diviene a=± r ; il che di- 

mostra che le tangenti all’infinito fanno con il pri- 
mo asse li medesimi angoli che gli assintoti. 

. A* 

* Per altra parte , riguardando f ascissa , x — -77, 
del punto ove la tangente incontra il primo 
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( i * J 4 ) » » vede che, neil’;^ tci , ^ x"=z*l * 
quest ascissa s. ; d u „q Ue le tangenti all*»! 

finito passano per il centro. 5 “ 

Possiamo da ciò concludere che le tangenti all’ 
infinito altro non sono che gli assaltati Stessi . 
Osservazione. Finche *" è positivo, l’espressio- 

ne x „ resta positiva; e si riduce- *d A per x"=A, 

ed a o per •*''==» : perciò , da tutti i punti del 
primo ramo dell iperbole, le tangenti incontrano il 

fréontr 556 fra 1 VertlCe B Cd 11 Ceal, °- Ha ^OgO 
il contrario per tutti i punti del secondo ramo. S 

Osserviamo altronde che, dalla forma della espres- 
sione 


Ay~(i —)' 9 ues ^ quantità è generalmente 

r ' *#» 

• ( B 

maggiore di — , poiché il denominatore 

** * , » 

k V («— pi.) è minore di A, fuorehè quando » 

suppone *'' = « ciò che riduce l’espressione a ® 

Risulta da ciò che la tangente all’ iperbole non 
può mai formare con il primo asse nè un’angolo 
acuto minore dell’angolo LOX che ha per tangente 

X’ ne un> angolo ottuso > HOX ehe ha per Un- 
te- B 

B A * «;. . j. 

sonI e '«H,n ell, l ÌperboIe et l uilalera : cui «asintoti 

no rettangolari ossia ciascuno di essi fa con il pri- 

•» «T ingoio di 5 o“, io Ungenti pJZ. 


I 
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fare fon qu«t’ asse un’ angolo acuto mihore ui oo , 

nè un’angolo ottuso maggiore di i5o°. 

Sarebbe agevole il determinare , come per 1 ellis- 
se , In posizione del punto ove la tangente all iper- 
bole deve fare un’ angolo dato con il primo asse. 

Della tangente riguardata rapporto ai diametri 
ed olii raggi vettori. 


' ,6a. Sia MT ( fig. io /, ) una tangente in un 

qualunque ponto M dell’ellisse, MM il diametro ebe 
passa per il punto di contatto. 

Si è trovato ( § i5a ) per il coefficiente di x 
, nell’equazione non semplificata della tangente, 

*=-Tyr 

Per altra parte, poiché il diametro MM' , che 
ha l’ equazione della forma jr = a'x , passa per il 
punto M , che ha per coordinate x r , y ' , avremo 

, , ... r 1 ' . * 

la relazione y"^=a!x ,k , onde a' — j£ 7 }.» 


Moltiplicando fra loro le due espressioni di a ed 

B* 

a 1 ne risulta aa «ss — — » 

A* 


i 


Ma rappresentando con a" la tangente dell’aligo- 
lo che forma con l’asse delle x il diametro tnm’ 
poh jngato del diametro MM' , avremo egualmelt- 

" " fi* 

te ( § 1 33 ) la relazione a'a"*=X’> 


Dal confronto di queste due eguaglianze abbiamo 
Decessavi amento a=a" ; il che siguilica che la tangen- 
te , in un qualunque punto dell ’ ellisse , e paral- 
lela al diametro conjugato di quello che passa 
per il punto di contatto. 


I 
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Conseguenza. Se per le est rapita M , M ' , m , 
m' , dei due diametri conjugati, si guidino quattro 
tangenti, queste rette formano un parallelogrammo 
circoscritto all’ ellisse ; poiché le tangenti , condotta 
dall’ estremità del diamentro MM' , sono parallele al 
diametro ntm' ; e reciprocamente. 

Nell’iperbole ha egualmente luogo la proprietà 
precedente; ma , siccome si è veduto ( $ »35 ) che, 

r r qualunque sistema di diametri conjugati , l’nno 
traverso e l’altro non-trasverso , ne siegue che 
non possono condursi che le due tangenti TT' , «' 

( fig. io5 ), 

*63. Questa proprietà ci somministra un mezzo 
molto semplice per condurre una tangente all'el- 
lisse o all* iperbole : i.° da un punto dato sulla 
curva : a. 0 parallelamente ad una retta di posizione 
assegnata sopra il piano della curva. 

Nel primo caso , si determini , con uno dei mez- 
zi indicati (§.§ i33e i5o) il diametro coniu- 
gato di quello, che passa per il punto di contatto ; 
poi da questo punto , si guidi una parallela al 
diametro così determinato ; ed otterremo la tangen- 
te che si richiede. 

Ni 1 secondo ; si delinei un diametro parallelo 
alla retta data , poi, determinato il suo diametro 
conjugato , dalle estremità di questo , si condur- 
ranno due parallele al primo , o alla ralla data * 
ed avremo in tal modo la richiesta tangente. 

Affinchè la seconda costruzione possa applicarsi al- 
l’iperbole, bisogna evidentemente che la retta data 
faccia con l’ asse dello x un’ angolo acuto maggiore 

* 

di quello che ha per tangente - , a un’ angolo ot- 

c A 

tuso minore di quello, la di cui tangente è — ?; con- 

' ^ A » 

seguenza di quanto fri detto ( $ 6 1 ) , sulla. ifteUr 
«azione della tangente nell' iperbole.. 
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- i64- Consideriamo adesso i due raggi vettori con- 

dotti dui focili F , F‘ , ( fig. 106 ) di un'ellisse 
nel punto di contatto della tangente MR, e propo- 
niamoci di calcolare gli angoli FMR, F'MR che 
formano questi raggi vettori con la tangente. 

Siano FMR = V , F'MR=V', 

* ■ 

Ung MRX :=a , tan MFX=a', tang MF'Xs=« 
avremo sensibilmente , dalla figura , 

tang Vi 




a — a • a- 

7 , tang V =- 


i -+•<*«' 

Ma si è già trovato ( $ i5a ) <*== 


Dr 


i +aa' 1 
B*x" 

Ày 7 

pih siccome il raggio vettore FM , passa per il pun- 
to che ha per coordinate p=o, x=e, o ^(A 3 — B’}, 
avrà F equazione della forma j=^a\x — c) ; e poi : 
che passa nel tempo stesso per il punto x" , y" *• 
avremo la relazione 

‘ * r'* ■ ' 

jr‘ 1 1= a 1 ( x" — c ) ; onde a' = — • 

In simil guisa si otterrebbe per valore di a " , 
corrispondente al raggio F'M che passa per il pun- 
to ( j~=o , x= — c) e per lo stesso punto (x" , jr M )t 

r" 


x" +c 

Ciò posto , dal sostituir prima per a ed a 1 i loro 
V alori nella espressione delia tang V , si trova 
•— B’x" | r* 




B W 


x 11 — c -B'x^+BVx' ’—Ay ". . 
’ T ^A , x , y'-A , C7"-B J x"y 


tang V= 

A*^. 1 oc* (j j 

ovvero, attesoché Ày** 4"®* x'^ocA*^ A’ B*=tf' 
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tane V- _ B'(cx" — A*) B* 

— A ’cy" cy'\cx " — A ’j cy"" 

Siccome , per passare dalla taug V alla tang V', 
basta sostituire a 1 ad a 8 , e siccome il valore di a ' 1 
non diversifica da quello d a r che per il cambia- 
menta di c in — c , ne siegue che , a calcolo effet- 

B* 

tuato , debba trovarsi tang V'=- r 

cy 

Risulta da ciò necessariamente che gli angoli 
F'MR , F'MR' siano supplementi 1 ’ uno dell’ altro ; 
ossia che dal prolungamento di F'M si abbiano gli 
angoli GMR , FMR eguali fra loro. 

Dunque la tangente all’ellisse divide in due par- 
ti eguali V angolo formato da uno dei raggi vet- 
tori FM e dal prolungamento MG dell’altro rag- 
gio vettore. 

Si prolunghi la tangente MR sopra il punto M ; 
avendosi GMR = F'MR', ne risulta FMR = F'MR'. 
Perciò, può dirsi ancora che la tangente RR' forma 
con i raggi vettori , nell' uno e nell’ altro lato del 
punto di contatto , due angoli eguali. 

Finalmente , guidando la normale MK, dall’ egua- 
glianza degli angoli FMR, F'MR’ , si deduce neces- 
sariamente quella degli angoli FMK , KMF* : dun- 
que la normale divide in due parli eguali P ango- 
lo formato dai due raggi vettori. 

Queste proprietà diverse sono connesse in. guisa fra, 
loro, che, dimostrata una qualunque di esse, immedia- 
tamente se ne deducano le altre. 

Passiamo all’ iperbole. Conservando le stesse indi- 
cazioni di sopra , abbiamo ( fig. 107 ) , 

tang FMR, 0 tang V *== tang (MFX — MRX} 



a — a 


t^nglF'MRj o tangV»^iaug(MRX- i M?'X>*l-— , 

\ •pWi s 
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Ciò posto , 1 ’ espressione di a è per l’ iperbole , 
B’ x" 

•= \,""ìi '* abbiamo poi , come er l'ellisse , 

A y 


x“ -f-C 


Dai valori di a', a" , sostituiti nella espressione 
di tang V, si ottiene 


tang V = 

» ** ì 


y" B'x 1 ' 
x"—c A'y" 


B* 


x jr u 


Ay"’ — BV' , -|-B , c.^•■ 
= A\*y~A ’cj'+B’x"/, 


T A 


o , attesoché Ay" 1 — B’ jc** = — A’B’, A’-f-B^c’, 

. v — A*B’+B’ c.r" B’(cjt m — A’) B* 

t,ng C= c’o:" / "-A’ 9 -" “ cy'\cx"—A') ““ ^ 

Riguardo -alla espressione di tang V', siccqme 
abbiamo . „ . , 


tang V' 


i -|-aa 


7}, espressione capace della forma 


iang V' =» — — 77 e siccome dal calcolore 

i + flfl 


_// 

a — a 


i+fla" 


B* 


si ottiene ;r ( ciò che si, otterrebbe col cant- 

ar 

giare c in — r e nel precedente risultato ) bisogna ije- 

B* i ' ' * 

cessariamente che sia tanaV'= , . 

C J 

Dunque gli angoli FMR , F'MR sono eguali; per- 
ciò » n eli’ iperbole la tangente divide in due parti 
eguali l' angolo j ormato dalli medesimi due raggi 
rettori. 
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x65. Dalia proprietà precedente si deduce il mez- 
zo il più comodò ed- il più semplice, in generale, per 
condurre una tangente all’ ellisse o all' iperbole „ 
l.° da uu punto preso sulla curva: a.® da un punto 
preso fuori della curva. 

Riguardiamo prima un punto M ( ùg. 106 ) dato 
sull’ ellisse. Condotti i due raggi vettori FM , F'àf; 
prolunghiamo F'M di un quantità MG eguale ad 
FM ; uniamo F e G ; e poi caliamo dal punto M 
sopra FG una normale -, avremo cosi la tangente ; 
poiché,, a cagione del triangolo isoscele MFG , que- 
sta retta divide 1’ angolo FMG in due parti eguali. 

Può dimostrarsi sintenlic amente che la retta MR 
che divide FMG in due parti eguali , non ha che il 
punto M comune con la curva , e che è perciò tan- 
gente. 

Infatti , sia N un qualunque altro punto di que 
. sta retta , e uniamolo con 4 punti F' , F e G. Il 
triangolo F'NG ci dà F'N-f-NG >E'G ; ma, dalla, 
costruzione NG*=NF, poiché tutti i punti di MR 
distano egualmente dai punti F e G. Di più, MG=MF; 
onde F'G= F'Mq-MF = aA. 

Dunque In precedente ineguaglianza diviene 

F'N^- NF > 2 A ; 

ciò che prova (§44) c ^ e *1 punto N é faori della curva. 

1 Ci venga ora proposto di condurre una tangen- 

' te da un punto N dato fuori della curva. 

Per ottenere ciò, basterebbe, evidentemente, di co 
noscere la posizione del punto G ; poiché la detenni., 
nazione di un tal punto , includerebbe quella. di F'G, 
e perciò quella del punto M di contatto. 

Ora , questo punto G ha la proprietà di essere in. 
una distanza dal punto F' eguale a zA , e ad una 
distanza dal punto N eguale alja distanza NF che 
ei è cognita. Dopo tale osservazione , per ottenerlo , 
basta descrivere dai punti F' , N , come centri r 
e con raggi respettivamealc eguali a aA, NF, due. 


i 

I 


f 


» 


* 




v 
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arch di cerchio che si taglino nel punto G, con - 
dotta la F'G che incontri la curva in M; la retta 
AJM sarà la tangente che si domanda. 

Siccome i due archi di cerchio si tagliano in un 
secondo punto G' , se si condurrà F' G' , e si uni- 
rà il punto N con il punto M' ove la F'G' incontra 
la curva , si otterrà la seconda tangente che può con- 
dursi dal punto N , fintantoché questo punto è si- 
tuato fuori della curva. 

Una costruzione del tutto simile , in ciascuno dei 
due casi ( (ìg. 107 ), ha luogo per l’iperbole. 

N. B. Osserveremo che la precedente costruzione, 
e la dimostrazione sintetica che ne abbiamo addotta, 
sono^ unicamente basate sulle definizioni dell’ ellisse e , 
dell' iperbole , cioè , sulla proprietà caratteristica che 
ha servito di base alla ricerca delle equazioni di que- 
ste curve. 

166. Siamo adesso abilitati a render ragione del- 
le denominazioni fochi , e raggi vettori, date ai 
punti F , F' ed alle rette FM , F'M. 

Per un principio generale ammesso in Fisica , qua- 
lunque corpo elastico, che incontra una superficie , 
riflette in modo che V angolo di riflessione egua- 
glia quello d’ incidenza. 

Ciò stabilito , figuriamoci che in uno de’ fochi F 
( fig. 108 ) di un’ellisse, venga posto un carbone 
ardente i di cui raggi di calore urtino nella curva ( 

in diversi punti M , M' , formando questi 

raggi con le tangenti condotte da questi punti, per ' 
il fissalo principio fisico, gli angoli fMT, FM'T 1 , 
chiamati angoli d’ incidenza. Ora , per il fissato 
principio fisico , questi raggi devono riflettere in dire 
zioni rettilinee che faccino con Mt , MY , .... degli 
angoli ( chiamati angoli di riflessione ) eguali a 
quelli d'incidenza; dunque i raggi riflessi sono tutti 
diretti verso il punto F' nel quale soltanto possono 

aversi eli angoli F'M/, F'MV eguali agli 

angoli FMT f FM'T* , . . . . ‘ 


/ 
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Di modo che , se nel punto F venisse posto un 
fuoco, 0 corpo ardente , e nel punto F' una sostanza 
infiammabile, questa si infiammerà come se fosse si- 
tuata nello stesso punto F. I diversi punti interni 
della curva si risentiranno più o meno della radia- 
zione del calorico, ma il punto F‘ sarà l’unico ove 
andranno a concentrarsi 1 raggi partiti dal punto F. 

Nell’ iperbole , partendo i raggi del calorico dal 
punto F (fig. 109) e venendo a colpire la curva nei 
punti M , M', si rifletterebbero nell’ interiore, 

secondo la direzione delle rette M f, M' /', . / . le 
quali, prolungate in senso contrario, andrebbero tutte 
a finire nel punto F' ; poiché dall’ eguaglianza degli 
angoli FMT , TMF' , s’ inferisce quella degli angoli 
FMT , / M t , etc . . . 

167. Conseguenze della proprietà del numero 

164. 

Prima. Siccome , per fissare la posizione della tan- 
gente in un dato punto M ( fig. 106 ), abfciam 
preso ( § i 65 ) MG=MF , e, dopo di aver-guidata 
la retta FG , abbinm calata dal punto M una per- 
pendicolare sopra FG, ue siegue che questa ultima 
retta venga divisa in due parti eguali nel punto 1. 
Dunque , unendo il centro O con il punto 1 , che 
può riguardarsi come il piede della perpendicolare 
calata dal foco F sulla tangente, verranno a formar- 
si due triangoli simili FOl , FF'G , poiché abbiamo 

OF = OF‘ ed 1 F = IG 

’ ' : ' - 1 

Perciò questi triangoli danno F’GiOIrrF'F: OF; 
ma OF è la metà di F'F, e per costruzione F'G 
è eguale a aA; dunque OIc=A. 

Di quV è che risulta la seguente proprietà: Se da 
uno de' fochi di urì elisse , si cali una perpendi- 
colare sopra una qualunque tangente , la distan- 
za del centro dal piede della perpendicolare e- 
guaglia la metà del primo asse ; o , con altra es- 
pressione , il luogo geometrico dei piedi di tutte 


la perpendicolari , calate da uno qualunque dei 
fochi sopra le tangenti alla curva , è la circon- 
ferenza del cerchio descritta sopra 2 A come dia- 
metro. . , <’ t 

Questa proprietà ha luogo egualmente per l’ iper- 
bole , e si dimostra nella stessa, maniera (tig. 107). 

168. Seconda conseguenza. Vengano calate «lai 
punti F , ed F # le due perpendicolari FI, F' 1 ' sopra 
la tangeule RIV ; le distanze 01 , 01 ' si sono óra 
vedute eguali ad A. 

Ciò posto , se dai punti O , F si guidino le OL, 
FL 1 parallele alla tangente , avremo dulia figura , 

I'F' = l'L -jr LF, 

IF = l'L' == I'L-LF' ; d? onde deduce*.- 
I'F'xIF=rt a — IJi ; 

ma i triangoli rettangoli l' OL , F* OL , nei quali. 

or==A, cd of'=c , o — B‘), & 

ci danno l'L a s=A’— ■ 0 L J , F'L*=c’ — OL* , 
otterremo dunque 

I'F' xlF = A’— ÒL a — c’+OL a i= A’— e*— B\ 

Dunque, nell’ellisse, il prodotto delle perpen- 
dicolari , condotte dai due fochi sopra una/ tan- 
gente, è eguale al quadralo della metà del secon- 
do asse. 

NelK iperbole , si trova l'F'x^F = — B’ (fig. 107) , 
perchè le due perpendicolari souo situate p in senso 
contrario riguardo alla tangente. 

1G9. Terza conseguenza. Venga condotto il dia- 
metro nini ( fig. 10G ) conjugato di quello che pas- 
sa per il punto di contatto della tangente RR'. Gui- 
dino poi i raggi vettori FAI , F'M. , e la retta 01 
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che unisca il centro con il piede della perpendicola- 
re calata dal foco F sulla tangente. 

Abbiam veduto ( $ 162 ) che il diametro mm' è 
parallelo alla tangente; altronde poi 01 è parallelo 
ad F' M attesa la somiglianza dei triangoli FOI , 
FF'G; dunque la figura OIMII è un parallelogram- 
mo , che ci dà MI1 = 0I=A. 

Perciò , nell’ ellisse ed iperbole , la parte di Un 
raggio vettore , compreso fra la tangente ed il 
diametro coniugalo di quello che passa per il 
punto di contatto , eguaglia la metà del primo 
asse. 

Tulle queste proprietà , facilmente dedotte da 
quella delfa tangente riguardo ai raggi vettori , tro- 
veranno in seguito le applicazione opportune. 

§ IL Proprietà delt Ellisse e dell' Iperbole 
riferite ai loro diametri coniugati. 

t^o. La proprietà caratteristica di qualunque si- 
stema di diametri conjUgati consistendo (§ i3r)nel 
dividere ciascuno di essi in due parti eguali tutte 
le corde della curva condotte parallelamente all’ al- 
tro , ne siegue che , dal riferire la curva ad un tal 
sistema , la nuova equazione non debba racchiudere 
che i quadrati delle coordinate ed una quantità del 
tutto nota , cioè , che debba essere della stessa for- 
ma di quella della curva riferita ai suoi assi princi- 
pali. Potremmo dunque fissare immediatamente, per 
r equazione della curva riferita ad uno di questi si- 
stemi , Mj’iNarVsiP , equazione che potrebbe in 
seguito , mediante una trasformazione , analoga a quel- 
la dei N. io3 e i36, ridursi all’altra: 

A'y ’±B' ’x' = ±A”F \ 

Ma si concepisce che , per ciascun sistema di una 
sirezione assegnata, le costanti 'A c B' che , come 
di vede facilmente, rappresentano i semi-diametri. 
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devono avere alcune relazioni con i semiassi ; rela* 
rioni che devono ora determinarsi. <• !. 

Per poter ciò effettuare in un modo generico , 
ci proporremo il seguente quesito: V equazione di 
un’ ellisse o di un’ iperbole riferita ai suoi assi 
principali , essendo data , si richiede di riferir la 
curva ad un nuovo sistema di tal’ indole , che la 
nuova equazione conservi la forma medesima. Sa- 
rà questa una semplice applicazione della trasforma- 
zione delle coordiuate. 

Occupiamoci prima dell’ellisse che ha per equa- 
zione 

A’j’-|-B\r*'— A’B’. * ' / 

Sostituiremo qui , in luogo di x , jr , i valori' . 

, x = x cos <*+jr cos 

Xf • • •*- * • .1 t * t 

jr — x sen ó+j'’ sen , 

per passare ( $ 89 ) da un sistema rettangolare ad 
uno obliquo colla stessa origine. 

Otterremo con ciò . „ , , ■ 

(A.* ien* •' -j-B‘ ooa* a') y*-J-a(A,»en» »«i a'-j-B* coi » oor^' 

■ « * J, X ' ' . • 

X x j-f- . . -f-(A , sen’*+B’cos’») 

Ma, per ipotesi, l’equazione racchiuder non deve clip 
i quadrati delle variabili e quantità del tutto note ; < 

convi n dunque che abbiasi il coefficiente di xj=o\ 
ciò che dà ■ '1 

A* sen « sen*' -f- B’ces » cos» ,=B o ...* (1)» 

e 1’ equazione si riduce ad 

(A, ian**' -J-B’ co», *')y , +(A* »en»«+B*co»,«)x , =3A*B 1 ..(a). 

Dividendo ora la (1) per cos * cos a' , otterremo. 

B* 

A* tang* tang*' onde tang * tang» =— » 
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Risultando da ciò un* sola equazione per determi- 
• nare gli angoli oc , , ne siegue. che il numero dei 

sistemi dei diametri conjugati sia infinito. Questa 
relazione è altronde identica con quella del n.° r 33 ; 
e le consequenze che ne furono dedotte in allora , 
vengono qui a riprodursi egualmente. 

Supponiamo successivamente nella equazione (a) 


Da queste espressioni veniamo a conoscere i qua- 
drati delle distanze OM , 0 m ( fig. 1 o4 ), 0 dei 
semi-diametri conjugati. Dunque, rappresentando 
con aA' , aB' , le lunghezze totali MM' , mm 1 , a* 
vremo le relazioni 

>i**- 1 A* Tt’ . A'B’ 

A 1 1 — A*sen’« > hB , cos** , p= .-7— 

A’ sen’ a -)-B’cos’ * A * 


per equazione dell' ellisse riferita ad un sistema qua- 
lunque di diametri conjugati. 

E siccome per tfc A' , abbiamo da questa e- 
quazione = e per jr =* B' , risulta a? = o, 
concluderemo che le rette guadate per i puuti M , 
M' , m, m' parallemente ai due diametri , sono tan- 
genti alia curva; proprietà già altrove veduta (§162). 

Per 1 * iperbole , si otterrebbero l’ equazioni 



ne risulterà 


A’ sen * oc' + B* cos’oc' 


A* sen* oc + B’ cos^ oc 


A’ B’ 


A’B’ 


A’ sen’ *’ -}-B’cos ** 


A’ B’ 



A’ien’a'+B’cos’** =-^7- 


B'* 


Sostituendo questi valori nella (2) si otterrà in fine 
A'’ /’+B' J x’ — A'* B'* 


.4 


/ 


) A 


B* 


«4 

A»sen **en *’ — B’ cos * cos *’ = o* o&de lang * tang*' =. ( 

• 'v . » - , A 

; ed (A’ien’a 1 — B’cos’ *') j 5 -f (A’sen 5 »— B , coi^)x , =— A.B-. , 

la prima delle quali esprime clic i nvovi assi forma- 
no un sistema di diametri conjugati , c l’ altra rap- 
presenta la curva riferita a questo sistema. ' 


Dal fare successivamente in questa equazione 

! 


" 


jr = o 


{x’~ 


— A’ 3’ 

ir- 


si trova 


A' sen’it — lì’ cos’* 

— A’ B’ (* * 

A’ sen’ *’ — Ef cos’ *' 


. ’ Deve però osservarsi che 1’ uno dei due quadrati è 
positivo e l’altro negativo; poiché si e veduto (§i3G) 
che , per qualunque sistema di diametri , 1’ uno è 
trasverso e ì* altro non- trasverso ; d’ onde siegue che 
se il valore di x corrispondende ad J= o, é reale , 
quello di y , corrispondente ad x = o , dev* essere 
LmrnàffirnJo'f o reciprocamente. ( Vedasi il mi 

mero che siegue ). . 

Supponiamo, ciò che è sempre permesso, che siasi 
preso per asse delle x il diametro trasverso ; in que- 
sto caso 1* espressione di x' ò positiva , ma quella 
di y 1 è negativa. Rapprcsen dando dunque la pi ima 
con A'’ e la seconda con — B" , si otterranno le re- 
lazioni 




— A’B 3 j 


t , _ , -• ‘ ^ 

A*B 



^ “ A'scu’* — B’cos’ al 



A' 

. 




L ' - « / ■ c 




— A 1 B’ j 



A’B* 


c 

^ B '^A 3 5euV-B’cW? 


1 A 1 sen’ *' — B’ co» 3 *' 

== jj»> 



- m UN 


Li b . i 



Questo valore portato nell’ equazione della curva 
ci darà , a riduzione efl’ettuala 

AV ^VP|-A'’B'’. m 
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Se , al contrario , si eguagliasse la prima y a 
— B'% e la seconda ad A' 3 , si troverebbe 

B'y— ^VaA'V 

per equazione dell* iperbole riferita al diametro non- 
trasverso ; come asse delle x (ved. § no \ 

17 1 . Che le due espressioni di x 3 ed y 1 abbia- 
no segni contrarj , può dimostrarsi direttamente. 

Infatti , moltiplichiamole fra loro : sarà il pro- 
dotto 

(A 3 sen 3 *— B*cos 3 «) (A 3 senV — Brosce') 

Ora , dallo sviluppo del denominatore , si ottiene 

Afsen 3 asen 3 «'-|-B4cos 3 acosV — A 3 B* X 
(scn 3 a'cos 3 a+sen 3 acos 3 *') ; 

ma la relazione 

A 3 sen * sen «' — B’cos « cos a —o , ci dà 

A^scn’asen’a'-f-B^cos 3 acos’*' = 
aA B’sen « seu *' cos « cos <*' ; 

dunque il denominatore diviene 

A*B 3 (a sen * sen a! cos a cos a' — 
sen 3 *' cos 3 * — sen 3 * cos 3 *') ; 

espressione che cangiasi ancora nella seguente: 

— A B 3 (sen*'cos* — sen«cos«') 3 ,o — A 3 B , sen 3 («' — *') 
Perciò il prodotto di sopra si riduce a 

A4B1 . A 3 B 3 

—A B sen (a — a) sen (a' — a) 

Questo risultato , essenzialmente negativo , pro- 
va che i valori di x 3 ed j 1 hanno segni contrarj. 

.Rappresentiamo dunque , come si è praticato nel 
n.° precedente, il valore di x 3 con A ' 3 , quello di 
y* con — B ' 3 ; e giungeremo alla rimarchevole rela- 


T. V. 
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— A^B' 1 = 


A’B 4 


,, , x* d* onde 
sen — a) 

A'.B'.sen (a'— a)= A.B. 


Li stessi calcoli effettuati sulle espressioni 
A 5 B 2 A’B 1 


A’sen'a+B’cos’* ’ B A’senV+B’cosV 
relative all’ ellisse , ci darebbero per risultato 
A' , B'’sen*( a '-‘*)=A :, B’;ondcA , .B'.sen(a'— a)=A. B. 


173. Vediamo cosa significhi in Geometria un 
simile risultato. 

Siano M M.' , mm ' , ( fig. io 4 ) due diametri 
conjugati dalle di cui estremità siansi condotte del- 
le tangenti che , come si è già veduto , determi - 
nano un parallelogrammo TT' tt' , quadruplo del 
parallelogrammo OMTro. 

Se dal punto M, si cali mi perpendicolare sopra 
OM, si avrà OMTro = OM X mi =s A 'Xm i ; ma 
il triangolo rettangolo O* m dà mi=OroX sen roOi, o 


M t = B'. sen mOM = B' sen ( *' — « ) ; 


dunque OMTro = A'. B'. sen(*' — « ). 

E potremo da ciò conchiudere che il parallelo- 
grammo costruito sopra i semi diametri conjugati 
OM , Oro è eguale al rettangolo costruito sopra i 
semi-assi. 

Questo risultato è indipendente affatto dal siste- 
ma dei diametri conjugati presi in considerazione. 

Siccome la relazione 

A'. B' sen ( *' — * )=A.B può trasformarsi nell’ al- 
tra : 3 A'. 3 B'. sen (*' — «) = s A. aB, possia- 
mo ancora stabilire che tutti i parallelogrammi cir- 
coscritti all ’ ellisse , i di cui lati sono respeltiva - 
niente paralleli a due diametri conjugati hanno una, 
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superficie costante per tutti i sistemi dei diametri 
Confusati , ed eguali al rettangolo costruito sopra 
gli assi. 

*73. JV. B. Questa superficie costante ha la pro- 
prietà di essere un minimo fra quelle dei diversi 
parallelogrammi che possono , in generale, circoscri- 
versi ad una data ellisse. 

In fatti , esaminiamo , per esempio , un paralle- 
logrammo UVV'U' , due lati del quale siano le tan- 
genti condotte dalle estremità del diametro mm' , 
e gli altri due siano le tangenti guidate per le e- 
cstremità di un diametro nn non conjugato di mm' 
Prolunghiamo altronde m i finche s’ incontri in l 
con la base U'V'. Avremo , per la superficie di que- 
sto parallelogrammo, U'V' Xml. 

Ma il triangolo rettangolo m l /»' ci dà m l = 
m m'. sen m m 1 1 , o m l — 3 B' X sen m OM = 
2 B'. sen (a 1 — « ). 

Per altra parte , è chiaro che U'V' , che è pa- 
rallela ad MM' , è maggiore di MM' o 3 A' , poi- 
ché i lati UU' , VV' sono esteriori all* ellisse. 

Dunque U'V' X m l è maggiore di 2 A' X 2 B' 
sen (a' — a ). Ciò che dovea dimostrarsi. 

174. La proprietà del n.° 172 può applicarsi e- 
gualmente all’ iperbole. Siano MM , NN' due qua- 
lunque diametri conjugati ; dal supporre che MM' 
( fi g- io 5 ) rappresenti il diametro 2 A' , e che ven- 
ga presa , sulla direzione di NN' , O m = O m' — 
B , il parallelogrammo OMT m ha per espressione 

OMxO / n. sen m OM = A'. B'. sen ( *' — * ) ; 

■Bfj 

ed il parallelogrammo formato da^le tangenti TT' , 

1 1 ‘ con le rette Ti, T' t' condotte per i punti m t 
m‘ , parallelamente ad MM' , è eguale a 

2A' X 2 B'. sen ( *' ■ — * ). 

Ma , si è veduto ( § 171 ) che queste espressio- 
ni sono respetli va mente eguali ad AXB, e 2 A X aB; 
dunque , etc. * 


* 
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I parallelogrammi come TT' tt' 1 di cui lati sono 
paralleli ed eguali a due diametri coniugati , si de- 
nominano parallelogrammi iscritti all iperbole. 

1 q 5 . Sarà opportuno di qui avvertire , relativa- 
mente al rettangolo EE' e e' costruito sugli assi , 
che , siccome gli assintoli OL , OH sono stati de- 
terminati ( § 108 ) prendendo sulla perpendicolare 
innalzata nel punto B , due parti BE , BE eguali 
alla metà del secondo asse, perciò i vertici E, E\ 
e' , e, di questo parallelogrammo rettangolo sono 
situati sopra gli assintoli. 

Questa proprietà è comune a tutti i parallelo- 
grammi iscritti , de* quali abbiamo ora parlato. 

Per dimostrarlo , osserveremo prima che , 1 ’ e- 
quazionc dell’iperbole, riferita ad un qualunque si- 
stema di diametri conjugati , essendo 

A'y_B , V , = —A ,a B ,a , 


d’ onde si deduce 
1 A 


B'x A'* 


B 


la parte y = +;t/ x è 1’ equazione degli assintòti 


riferiti al medesimo sistema di assi. 

In fatti , si scorge , riguardando il valore com- 
pleto di y , che più aumenta x , e meno il radi- 
tale differisce dall'unità, e perciò , più 1’ ordinata 
della curva si approssima a divenire eguale a quella 
del sistema delle due rette espresse da 


B' 

y = + - ,x. Finché x ha un valore finito , la dif- 
A 


ferenza di queste ordinate non si annulla , ma può 
essa divenire così piccola quanto si vuò , e si rw 
■duce a o, quando si supponga x = c». 

Dunque gli assintoli che hanno per equazione 
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y = +jr ed^* = — -yx\ quando vengono riferiti 

al sistema degli assi principali , sono poi rappre- 
sentati da 


, B ' 

’= + h!*' 



qualora si riferiscono ad un sistema di diametri 
conjugati. 

Siano perciò OM, ON ( fig. no) due diametri 
conjugati ai quali si suppone riferita la curva"*; l'e- 
quazione 


B* 

y — Xpr ra 


ppresenta i due assintoti riferiti allo 


stesso sistema , valutando le x sopra OM e le y 
parallelamente ad ON. 

Ciò posto , facendo in questa equazione x — A , 
otterremo y — + B' ; il che prova che , se pel 
punto M si conduca una parallela ad NN' , o , che 
è lo stesso ( ^ «6a ) , una tangente alla curva , le 
parti MT,MT' di questa tangente comprese fra il 
punto di contatto M e i due assintoti sono eguali 
fra loro , e , di più , ciascuna è eguale alla metà 
del diametro coniugato di MM\ 

Lo stesso risultato per la tangente condotta dal 
punto M' 

Dunque; dal riunire « punti T t' e TV , la fi- 

{ jura così formata , altro non sarà che un paralle- 
ogrammo i di cui lati sono eguali e paralleli a 
ai 1 , aB'. 


176. La medesima equazione y = 



x prova 


ancora che , per un’ ascissa qualunque OP , le or*, 
dinate Pft , PR' sono eguali e con segni contrarj; 
risulta poi , dall’ equazione della curva » , 






a3o 

y = ì^7 V (-a? 2 — A' a ) i c ^ ie ordinate PS , PS' 


corrispondenti alla stessa ascissa OP, siano anch’esse 
eguali e con segni contrarj ; dunque PR — PS , o 
RS = PR' — PS' o R'S'. 

D’ onde raccogliesi , che le due parli di una se~ 
tante comprese fra la curva e gli assintoti , sono 
eguali fra ' loro. 

• Quest’ ultima proprietà è vera , qualunque sia la 
direzione della secante sul piano della curva ; poi- 
ché possiamo sempre figurarci che passi per il cen- 
tro un diametro parallelo ad una secante di posi- 
zione assegnata , per poi determinare il suo dia- 
metro conjugato; e sup|iorre in fine la curva ed i 
suoi assintoti riferiti a questo sistema di diametri 
conjugati. È allora che 1* addotta dimostrazione a- 
vrà un’applicazione immediata. 

Sarà in appresso che torneremo a discutere queste 
singolari proprietà degli assintoti. Adesso il nostro 
primario oggetto si è di far vedere che i vertici dei 
parallelogrammi i di cui lati sono eguali e paral- 
leli ad un sistema di diametri conjugati , trovansi 
situati negli assintoti. 

1 77. Ripresi adesso i valori di A' 2 e B'* ottenu- 
ti ( § 170 ) per 1’ ellisse, ponendo in queste espres- 
sioni in luogo di sen’» , cos 1 * , sen V , cos » , i 
loro valori in funzione di tang * , cioè : 


cos * = 


1 • _ tang a 

— — — , sen x = — 

i-f-tang * i-f-tang» 


» 1 , tangV 

i+tang J *' ’ i-J-tang’*' 


otterremo 


A -> B , (i-Han g' , «) _ A^B -( i-f tangV) 

A’tang’a-fB’ * “ A’tangV+B’ 


Digitized by Google 


a3t 

equazioni che , riunite all’ equazione di condizione 

B a 

tang*. tang 


racchiudono le sei quantità, A, B, A' , B' , tang», 
tang»'; dunque, eliminando fra queste equazioni 
le quantità tang * , tang a' , giungeremo necessaria- 
mente ad ottenere una certa relazione fra le quan- 
tità A, B, A', B\ 


Ora , dalle due prime equazioni * si deduce 
„ B’(A a — A' a ) . . . B a (A a — B") 

ng A a (A ,a — B a ) ’ tang " £ ‘ — A a (B ,a — B a ) 


B4 (A a — A ,a XA"— B' a ) 

onde tang ». , 

Per altra parte , abbiamo dalla terza equazione 

B4 

tang a *. tang’®' = — ; dunque avremo la relazione 
A* 


(A a — A' a ) (A’—B' a ) _ 

(A ,a — B a )(B' a — B*)“ ** 

Togliendo il denominatore , e sviluppando 4 cal- 
coli , 

A4-.-A a A' a -A’B' a +A ,a B' a =A' a B' a -B a B' , -À' a B a -|-Bi 
riducendo e trasportando , 

A* — B* = A' a (A a — B a )+B' a (A a — B’). 
Dividendo finalmente per A a — B a troveremo 
A'*+B' a = A a +B a , o 4A' a +4B' a = 4A t +4B’ , 

ciò che prova che , nell' ellisse , la somma dei qua- 
drali di due qualunque diametri conjugati è egua- 
le alla somma dei quadrati degli assi. K 
Operando al modo istesso riguardo all’ iperbole , 
si trovereble 


A' 2 — B' J = A’ — B 3 


, o 4 A' 1 — 4 B' , = 4 A*— 4 B’; 

cioè clic la differenza dei quadrati dei diametri 
cnn j u^ati eguaglia la differenza dei quadrati de~ 
gli assi. 

178. Qucst’ultima proprietà , e quella del paral- 
lelogrammo circoscritto 0 iscritto , potrebbero al- 
tronde dedursi con molta semplicità da un calcolo" 
di molta importanza in se stesso , e che ha per og- 

? etto , data l' equazione di un’ellisse o d’ un' iper- 
o le riferita ad un certo sistema di diametri con- 
iugati , rinvenire l’ equazione della stessa curva 
riferita al sistema de’ suoi assi principali. 

Per risolver tal quesito riguardo all' ellisse , ci 
prevarremo delle formole del n.° gì. 

.rsen(/S— -a) — — *) :rsena -focosa 

sen z 3 •> J— sen p » 

che servono per passare da un sistema obliquo ad 
un sistema rettangolare della medesima origine.. 
Sostituendo questi valori nell’ equazione. 

A*y+B'V = A ,a B'\ 

e togliendo il denominatore , si ottiene la 

[A' J c<»Vf-B'W(/ 3 — )]y» ì 

-f-[ 2 A' Vnacos*— B ,a sen(/5 — *)cos(/S — »)]xy l=A' a B ,, sen’/J. 

-J-[A ,1 sen J «-pB'''’jen , (/S — a)a-"* j 

/ 

I 

Siccome v il nuovo sistema di assi deve goder sem- 
pre la proprietà caratteristica dei diametri conju- 
gati ( § 3 i ) , bisogna che scomparisca il termine 
in xjr , il che richiede che sia 

A^senacosa — B'’sen(£ — a)cos((J — *)=o . . . (1).' 

e i n allora si riduce 1* equazione ad 
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[A , ’coS , a-{-B' 1 COS , (/ s — a )]y 5 | 
-J-[A' a sen' > a+B' a sen 3 (j3 — »]x : 
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,a B'*sen , /J..,..( 2 ). 


Risulta poi dalla natura della trasformazione, che 
il sistema attuale dei diametri conjugati sia un si- 
stema rettangolare ; dunque questo sistema è quel- 
lo degli assi principali , poiché si è veduto (§ 1 34) 
esser questo il solo sistema dei diametri conjugati 
perpendicolari fra loto. 

Perciò , dovrà riguardarsi 1* equazione ( 2 ) co- 
me quella dell' ellisse riferita al suo centro ed ai 
uoi assi. Tuttavia , per poterla paragonare con la 


A a B a 


. A> a +B a * a 

necessita che il secondo membro sia il prodotto dei 
coefficienti di y‘ ed x*. Ma per ridurla^ a tale sta- 
to , sappiamo ( § io3 ) che basta moltiplicare i due 

P 

membri con un fattore K eguale a ; rappre- 


sentando M, N i coefficienti di y 1 ed x 1 , e P la 
quantità tutta nota che è nel secondo membro. 

Calcoliamo dunque questo valore di K relativo 
all’ equazione ( 2 ) ; avremo 

v A ,r B' a senV 

~[A' WfcfB'W^— *)] [A'*sen’«-tf' a sen a (/3-«)J* 


Effettuando i calcoli indicati dal denominatore , 
ed osservando che 1* equazione di condizione (j), 
innalzata al quadrato , ci dà 


AMsen’acos’a-f-BMsen^/S — «)cOs*(£ — *) 


= 2 A' 3 B"senacosasen(/* — ac)cos(/S — <*) 


si conosce che questo denominatore prender deve 
la forma 

A'’B' J [scn’.*cos , (/ 3 — ^)+sen’(jS — «)cos’<t 


•t 
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+3sen«cos(/J— *)sea(£— <*)cos<z] , o 
A' J B'’[senatcos(/?: — «J+sen^ — a)cos«]’ 


o, finalmente, A'’B'’sen’(a+/s — ■*) = A'’B'’sen*|J. 

Dunque diviene il valore di.Krri^.gyi^j^rri; 

ciò che prova che 1’ equazione (3) non ha bisogno 
di veruna preparazione per paragonarsi con 1’ equa- 
zione AV’+B’x’ = A’B\ 

Avremo dunque immediatamente le relazioni 
A'’cos a «+B'’cos’(/J — «) = A’ , 
A'’sen’a-fB'’sen’(£ — a)=B’, k 
A'*B M sen>« A’B*. 

Dall* addizionare le due prime relazioni si ottiene 
A'*+B'* = A*+B\ 

Dalla terza si ottiene immediatamente 
A'B'sen^ = AB. 

Ora , essendo p l’ angolo che fanno fra loro i due 
diametri conjugati , avremo p~*' — *, 

d’onde deducesi A'B'scn(a' — a) = AB. 

Li stessi calcoli , riguardo all? iperbole , ci da- 
rebbero 

A'*— B M = A’— B’ , A'B'scri(a'— «) = AB. 

N. B. Se , nel precedente quesito , ci piacesse 
di determinare 1’ angolo « che forma il nuovo asse 
delle jc con il primitivo , basterebbe risolvere l’ e- 
quazione di condizione (1) rapporto ad a. 

Moltiplicata per 3 , si trasforma nella 

A' 3 sen 3 « — B'* sen ( 3 /3 — 3 «)so, 
[attesoché 3 sen et. cos £ = sen a 


/ 
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3 v 

a sen ( £ — a ) cos ( /3 — a) = scn a (73 — a ) ] 
ovvero, sviluppando scn ( a /3 — a* ) e dividendo 
per cos a « , 

A'’tnng a « — B” sen a fi + B ' 1 cos a p tang a <* =o , 


dunq 


ue 


B sen 2 (3 

tane a <x= — — r 

8 A' 2 -f- B' 2 


cos 


Costruito che siasi V angolo 2 a, col dividerlo , 
jn due parli eguali , si otterrebbe la direzione di 
uno degli assi principali; l'altro sarebbe poi de- 
terminato , poiché dev’ essere perpendicolare al 
primo. 

179. Nell’ellisse, esiste un certo sistema di dia- 
metri coniugati che merita una particolare atten- 
zione. Questo sistema è quello di due diametri II', 
LL' (fig. 100) paralleli alle corde supplimeniarie 
AC, BC , (ved. §. i5i ). - 

tr,an 6 0 ^ 0 ^B è isoscele, gli angoli 
^A" , ABC sono eguali ; dunque ancora eli an- 
goli IOB, LOA sono eguali. 

Ma , attesa la simetria della curva riguardo agli 
assi AB , CD , c evidente che due diametri , che 
fanno angoli eguali coti AB dall’ una e dall’ altra 
parte del centro , debbano avere lunghezze eguali; 
perciò avremo, per questo sistema particolare , 1]', 
— BL' o aB' , e 1 ’ equazione della curva , 
1*1 Tenta a un tal sistema ^ diviene 

= A"; 


cioè Y equazione ha la forma di quella del cerchio 
riferita al suo centro , e agli assi rettangolari. 
Possiamo da ciò concludere che un' equazione , co- 
mc y+x' == ìi 1 , che rappresenta una circonff- 
reoza di cerchio., quando siano rettangolari gli assi, 
esprime , nella ipotesi di assi obliqui , un’ ellisse 
Tijerita ad un sistema di diametri conjugati eguali. 

Questo sistema è poi unico in tutta 1 ’ ellisse ; 
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poiché, aJ oggetto che due diametri abbiano 1» 
stessa lunghezza , bisogna che la loro inclinazione 
verso I’ asse maggiore sia la medesima da'!' una e 
dall’altra parte del centro; ed affinché siano con- 
iugati devono essere paralleli ad un certo sistema 
di corde supplimenlarie (§ i 5 o). 

Ora , non vi À>no che le corde AG , BC , che ab- 
biano la proprietà di fare angoli eguali con AB. 
Da qualunque altro sistema AM, BM, risulta sen- 
sibilmente AM>BM , onde ang. MBA>MAB. 

Dal calcolo siamo condotti alli stessi risultati ; in 
fatti , si trova (§ 170) 


A' 2 E= 


A 2 B a 
A J sen Q jt-j-B *cos ? 3? 


B' 1 = 


A"B 2 

A’senV-J-B’cos’ * 


Vediamo cosa risulti dall’ eguagliare questi va- 
lori fra loro. Ne dedurremo prima 1 ’ eguaglianza 


A’sen’a+B’cos’a = A’senV+B’cos’a' , 


e sostituendo a cos 2 * , cos 2 a' i loro valori 1 — sen’ a , 

1 — sen a <x' , 

(A 2 — B^sen’a+B 2 = (A a — B 2 )senV+B 2 ; 

o , riducendo , (A a — B 2 ) (sen 2 *' — sen 2 «) = o ...(1) 

D’ onde raccogliesi che , fino a tanto che la cur- 
ve è un’ellisse propriamente detta , A 2 — B’ diver- 
sifica dallo o , e che perciò la condizione si riduce a 

sen 2 a' — sen 2 a = o, onde sen a' — ~t~scn a. 

Da questa nuova relazione , e dall’ equazione 

B a 

tang a tang *' = — -^^che vedere che le due 

tangenti devono avere segni contrari , si deduce 
cos *' = Ijl cos a ; 

dunque , dividendo queste eguaglianze membro eoa 
membro , 




Digitized by Google 


tang a.' — — taug a ; 

e ciò prova già , che due diametri coujugali non 

{ >ossono essere eguali che fino a c'ie formano con 
’ asse delle x angoli tali che siano supplementi 
1 ’ uno deli altro. ■ , . 

Questo valore di tang oc' sostituito nella 

, B a . , B 1 

tang oc. tang « = — — • , ci da tang * = — 

A. A/ 

onde tang <*=+■—. 

A 

( Se il segno superiore corrisponde a tang oc , cor- 
risponderà l’ ihferione ad oc' ). 

Si scprge da ciò che i diametri conjugati eguali 
formano , con l’asse delle x , angoli le di cui tan- 
genti sono respettivamente espresse da 

B B 

-+■— e — — . Perciò questi diametri sono paralleli 
alle corde AC , e BC. 

Se 1 ’ ellissse diviene un cerchio , nel qual caso 
A’ — B’ = o,l’ equazione (i) resta addempita, qua- 
lunque siano « ed a! ; cioè tutti i diametri conju- 
gati sono eguali nel cerchio , il che è evidente, 
180. In qualunque iperbole , non possono esistere 
diametri coniugati eguali ; poiché , attesa la rela- 
zione A' a — B” = A— B* , 

se si supponga A' = B' , ne sisulta A ss B ; c, 
reciprocamente , da A = B , si ottiene A' = B\ 
Siegue da ciò che 1 ’ iperbole equilatera è la sola 
che possa avere i diametri conjugati eguali , e 
tutti i sistemi dei diametri conjugati di questa i- 
perbole sono sistemi di diametri eguali. 

Perciò 1’ equazione y’— x % z= — k' 1 , nel caso an- 
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cora in cui la curva venga riferita ad assi obliqui, 
pure rappresenta un’ iperbole equilatera. 

i8i. Ravviciniamo le diverse relazioni clic ab- 
biamo ottenute fra le grandezze e le direzioni de- 
§ ,L assi e dei diametri conjugati. Le principali fra 
queste relazioni sono in numero di quattro ; cioè 

A'*+B' a = A’+B’ , A'B'sen/3 = AB , 

■ ; 

B* 

tauga'tangj: = — — , (ì = x — x , per 1* ellisse 
A. 


A" — B' a =A* — B* , A'B'sen/3 = AB 
B* 

tana'tang a , (3 = x — x, per l’ iperbole. 

Queste equazioni includendo sette quantità A , - 
B , A', B' , «, a', /3 , potremmo proporci per 
quesito generale : date tre di queste sette quanti- 
tà , determinare le altre quattro. 

Ci limiteremo invece a risolvere i due seguenti. 

J. Cogniti gli assi di un’ ellisse e l’ ang. x di 
due diametri conjugati , determinare di questi la 
grandezza e direzione. 

Per determinare A' e B' , avremo prima le due 
relazioni 

A"+B' a = A*+B* , a A'B'=— perciò 
’ sen p r 


(A'+B'^A’+B'+^/A’-B'V = ,A- + B*-^ B 

v ' ' seu/i ' ' T sen/3 


onde 


. . i . . ... iAB. i „ aAB . 

A'=-V(A’+B’+ )+~V( A +B’ ) » 

a V ^ sen/s' a sen/3 ' * 


aAB . i 


aAB . 


B' =_V( A*+B*+ ) V(A’+B' ) 

a v v sen/3 a v v scn/S ' 


scn/3 
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In quanto al valore di a . , 1’ equazione 
A'tangatanga'+B* =o, diviene , colla sostituzione 
di (3 +* in luogo di a . 

A’tanatang(/3+<*)+B’ =o- 

o , sviluppando tang ( (3 « ) , e togliendo il de- 

nominatore , e poi ordinando , 

A' tang 5 «+(A’ — B 1 )tang/3.tanga+'B*c=o; dunque 


( A’ — B*} tanj>P ! 

Ung — n — “TtV [ (A* — B’} » tang * /3 

aA aA — 4A a B 3 ]. 

Questo valore per esser reale esige che tang 1 fi 

sia maggiore, o almeno eguale a ~r~, — n«» > c i°ò 

( A — J B ) 

che I' angolo /3 , se è acuto , sia almeno eguale a 
quello che ha per tangente — ^7 , e se è ottu- 

so , che sia al più eguale a quello che ha per tan- 

— aAB 

gen,e is-v. 

è jjz 

«Supponiamo tang * fi = ^7— 


onde 


aAB 


‘•"6 ? = ± ITZiT. 


e portiamo questo valore nell’ espressione di tang «; 
si riduce essa a 


tang fi = 


A*— B* 
’ aA* 


X± 


aAB _ B 


A*-B* 


— 4- 


A’ 


B* 

ciò che ci dà, attesa la relazione tangatang«'=— —, , 


‘““5 a’ b A 

l 

Questo risultato si accorda con quanto si disse 
n.° i 5 o ove si conobbe che i due diametri paral- 
leli alle corde AC , BC ( fig. 100 ) formano fra 
loro il maggiore ed il minor angolo possibile, se- 
condo che si riguarda 1’ ang. 10L , o il suo sup- 
plemento IOL'. 

La realtà dei valori di A' e di B' corrisponde 
alle medesime circostanze ; poiché ponendo 


sAB „ sAB 

A*+B’ o , si trova sen — 

sen/3 A TD 


onde cos (2 = ^"(l 


4A’B* 

(A*+B*)‘ ; 


^(A-B*) 
— A’+B* * 


e perciò tang /3 • 

La determinazione di A' e B' per mezzo delle 

AB 

equazioni A'* — B'^A’B’ , A'B'=— — ^ relative al- 

1 ’ iperbole , non sarebbe egualmente facile; si giun- 
gerebbe , colla eliminazione di B' , ad una equa- 
zione di quarto grado in A', risolubile come quel- 
le di secondo grado. 

192 . Secondo quesito. Dati due diametri conju- 
gati di un’ ellisse , e l’angolo che fanno fra loro , 
determinare gli assi riguardo alla grandezza e 
direzione. 

Dalle equazioni 

À’+B* = A'*+B'* , nAB = aA'B'scn/3 

t (A+B)* = À'’+B' a + 3 A'B'sen(S , 

abbiamo ) 

{ (A— B)* ~ A'’+B"— aA'B’scn/3 , 
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onde A =±V (A" + »'* + aA’B' s en /*) 

+ -V (A" + B'> — 2A'B' sen fi ) 

B ~= ~y~ (A'* + B'*+2A'B' sen fi) 
r — i. y~ ( A‘" -f B' 3 — aA'B' sen fi) 

Questi valori sono sempre reali , poiché da (A’ — 
B' )' > o , si deduce A ,3 -t-B' 3 >aA'B' , e molto 
più , A' 3 +B' 3 > aA'B' sen fi 
In quanto all’ angolo * , potrebbe determinarsi 
mediante 1* equazione 

gì 

tang * tang ( ) = — — , poiché basterebbe so- 

stituire poi ad A’ , B* i loro valori , ciò che ci 
condurrebbe a risultati roolt 0 complicati. Ma que- 
st’ angolo è già stato calcola^ con maggior sempli- 
cità ( § *78 ), essendosi tr ova to 

B ,3 sen a ;s 

tang * A' , -l-B' *cos 2/* 

i83. Consideriamo adesso le equazioni dell'ellisse 
c dell’ iperbole , riferita ad un sistema di diametri 
conjugati , cioè ; 

A'> a -f-B' a .r 2 = A' 3 B' », A'»/ 1 — B' V = — A’ a B' 2 , / 

e vediamo quali conseguenze possano dedursene. 

Siccome queste equazioni sono del tutto le stesse 
prescindendo dagli accenti , per A , B , come quelle 
di queste curve riferite ai loro assi , si concepisce, 
che molte proprietà , stabilite in principio di questo 
capitolo , devono qui riprodursi , riguardo ai diame- 
tri conjugati. Osserviamo inoltre che , pqr passare 
dall’ ellisse all’ iperbole , basta ancora di cangiare 
B' 2 in — B' 2 nell’equazione della prima curva, 

Ciò posto , siano OB , OC ( fig. ii3) due semi- 
diametri conjugati di grandezza e direzione data , 
nell’ellisse che supponiamo riferita a questi diametri 
come assi. 

T. F. • ' . 16 


3 4 3 

Si deduce dall’ equazione =À ,a B <I 

r a B ,a . • - • 

-,a-— ; ovvero , siccome 

PM=y r ,OP=x,OB= A' ,oude AP=A'+x,PB=A , —j:, 

PM 2 B'* 

Al J Xl J li A 7 * 

Dunque il quadrato di un’ ordinata, parallela ad 
uno dai diametri conjugati , sta al rettangolo del - 
ì le distanze delle estremità dell' altro diametro dal 
piede dell' ordinata , in un rapporto costante . 
Questa proprietà è analoga a quella del n.° i45 

184. La connessione che esiste fra 1* ordinata e 
l’ascissa di un qualunque punto della curva essendo 
la stessa tanto se si suppongono i due diametri con- 
iugati che facciano fra loro un’ angolo retto , quanto 
se si supponga che facciano un qualunque angolo , 
possiamo dedurne il seguente mezzo di costruire 
l’ ellisse , conoscendo la grandezza e direzione di 
un sistema di diametri coniugati. 

Siano OB , OC i semidiametri dati. Nel punto 
O s’ innalzi OC' perpendicolare ad OB ed eguale 
ad OC ; poi sulle due linee OB , OC' , considerale 
come i semiassi di un’ ellisse , si descriva la 
curva AC'BD'A , con uno dei mezzi noti. S' in - 
rialzino dai punti P , P' , . . . . delle ordinale 

PN , P'N' a questa curva ; e condotte 

poi le rette PM , P'M' , . . . . parallele ad OC, 
e re spentamente eguali a PN , P'N' i 

punti M , M' , . . . . apparterranno alla curva cer- 
cata che sarà allora rappresentata da ACBDA, 

Infatti , è evidente che , per le stesse ascisse , le 
ordinate delle due curve sono eguali. 

I risultati precedenti sono , in tutti i punti , ap- 
plicabili all' iperbole ( vedasi il n.° a56 per questo 
stesso quesito ). 

185. La risoluzione del problema delle tangenti 


\ 
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con il metodo del n.° t53 per un’ ellisse riferita ad 
tln sistema di diamétri conjugati , ci condurrebbe , 
nel caso in cui fosse dato il punto di contatto 
( X* , y" ) ( fig. uà ) , all' equazione 


J—J 


A h • 

jr 


(x-x") , 


nella quale a — 


B'\r" 

- l2 f j non esprimerebbe più una 
A y 

tangente trigonometrica , ma bensì (§ 9 ) il rapporto 
dei seni degli angoli che forma la tangente MR 
Con i due diametri conjugati OB , OC. 

Questa equazione , mediante la relazione 

A'y , ‘ , +B' , a:''' = A'’B'’ , 

si riduce alla forma A.'yy'-\-W*Xx 9 = A*’B'\ 
Facciamo in questa equazione y = o \ ne risul- 

A'* 

ta x —jjjì ; e questo è il valore dall’ascissa OR del 

punto ove la tangente incontra l’asse delle x ; e se 
da questa distanza si sottragga x" o OP , si otterrà 
per il valore della sottotangente PR , 


PR 


*»* 


Si ottiene il medesimo risultato , ponendo y= o, 
nella equazione non semplificata della tangente , e 
cercando il valore corrispondente di x — x u ( ved. 
S 155 ). 

A'V'* 

Risulta infatti , per y — o , x—x" = , 

A3 JC 

**:• 


A'* — x'' 


o attesa la relazione 
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Questo risultato è analogo a quello die è stato 
ottenuto ( § i55 ) per la sottotangente dell’ellisse 
riferita ai suoi assi principali. 

In quajnto all’ equazione della normale ed all* es- 
pressione della sottonormale , risulterebbero più com- 
plicate di quelle del n.° i56 , poiché converrebbe 
tenere a calcolo la condizione della perpendicolarità 
di due rette, nell'ipotesi di assi obliqui. 

186 . Potremo adesso essere al caso di generaliz- 
zare la proposizione del n.° i5g. 

Sia LL' ( fig. uà ) una retta condotta ad arbi- 
trio nel piano di un' ellisse. 

Proponiamoci di condurre per./i diversi punti 
A' , A n , . di questa retta , delle tangenti alla 

curva. 

A tale oggetto supporremo la curva riferita ad un 
sistema di diametri conjugati OX , OY , uno dei 
quali sia parallelo alla retta data , ciò che è sem- 
pre possibile. Rappresentiamo con (x 1 , y') le coor- 
dinate del punto H' , e con ( x " , y" ) quelle del 
punto di contatto di una delle tangenti condotte da 
questo punto. 

L’ equazione di questa tangente avrà la forma. 

B'’x" 

y — y = a ( x — x' ) , avendo a per valore — ■. ,, 

A y 

Ora , per determinare x" , y" , abbiamo le 

A' 1 //' + B” x'x''= A' 1 B<’ (i),' 

A'*/' + B 1 ’ x n ' = A'’ B ' 1 . . . , (a) 

Ma invece di effettuare 1’ eliminazione di x" , y" 
fra queste equazioni , possono costruirsi i luoghi geo- 
metrici che esse rappresentano ( ved. § i5y ). 

? La seconda altro non è che 1* ellisse già delineata. 

In quanto all’ e/] nazione ( i ) che rappresenta ima 
liuca retta , facciamo successivamente 


i * C 
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X 


e otterremo 
x" =o ) « B'*- 

y 

Questi due risultati èssendo costruiti e portati ri- 
spettivamente da O in P , e da O in G , determi- 
neranno una retta PG , le di cui intersecazioni M' 1 , 
to' con la curva saranno i punti di. contatto delle 
due tangenti che possono condursi dal punto II'. 

' ’ v A'* 

Ciò posto , siccome il valore x 1 ' » corrispon- 

dente ad y" = o è indipendente dall' ordinala y* 
del punto II' , possiamo concludere che se , per un 
secondo punto II" della retta LL'j, si conduchino 
due tangenti ed H"m" , 1“ re tta di congiun- 

zione M "m" passerà necessariamente per lo flesso, 
punto P della retta OX. 

In generale , se dai diversi punti di una retta 
LL' delineata ad arbitrio sul piano di un’ ellisse 
( o di un’ iperbole ) , si conduchino delle tangenti 
a questa curva , e si uniscano successivamente i- 
punti di contatto relativi a ciascuna coppia di 
tangenti, tutte le rette di congiunzione hanno la 
proprietà di concorrere in uno stessa punto che 
si trova situato sul diametro conjugato del dia- 
metro parallelo alla retta data. 

Quando la retta sia esteriore alla curva , il punto 
di concorso è interiore , c reciprocamente. Ciò ri- 

A' 1 

sulta evidentemente dall’espressione x" = — - che 

x 

per x '>À' , ci dà x"<A' ; e per x' <A' , .r">A. 

La proposizione reciproca è vera egualmente ; rftn 
per la dimostrazione ci riportiamo a quella già ad-*- 
dotta, rapporto al cerchio (§ i85 ). 
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187. Osservazione. Se il punto della retta LL' , 
per il quale si conducono le due tangenti., è situato 
in R , cioè sul diametro OX , avendosi , per questo 
punto , y = o , la equazione (1) diviene 

A ,9 

B' , x , x" = ; onde x" = — — . 

x 


Ad x' sostituito questo valore nella (a) , se ne 
deducono per y" due valori eguali e con segni con 
trarj . 

Si conosce da ciò che la reità che unisce i punti 
di contatto di due tangenti condotte da un qua- 
lunque punto , è divisa in due parti eguali dal 
diametro che passa per questo punto ,' ed è pa- 
rallela al coniugato di tal diametro. 

188. Nell’ellisse, che vien sempre riferita a due 
diametri conjugati AB , iCD ( fìg. 113 ) , si condu- 
cano le due corde supplementarie AK , BK. Avremo, 
per le equazioni di queste rette riferite agli assi 
OX , OY, 


y — m{x — A') , y = mi (x+ A') , 

( rappresentando m , m' in questo luogo 1 rappor tl 
dei seni ). 

Chiamiamo x' ,y' le coordinale del punto K; le 
precedenti equazioni divengono per questo punto , 
7' — m(x' — A' ) ,y'<= tn‘ ( ) , d’onde de- 


ducesi m.m' = — , — 


x 


’ — A 


Per altra parte , dalla relazione 
A'y 1 ' = — B'’(jr' J — A' J ) ; cioè 


abbiamo 
B' 1 /’ 

~A‘ ,:= x''~- A 7 ’* 



m.m' = 
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che è la stessa relazione ottenuta per le corde con 
dotte dalle estremità dell’ asse maggiore. 


Per 1* iperbole si troverebbe , m.m' =■ 


B'> 


T% m 


189 . Prima conseguenza. Dal condurre una qua- 
lunque tangente MR , ed il diametro OM che passi 
per il punto di contatto , si è trovato ( § i85 ) per 
il coelficiento di x nell' equazione della tangente , 


B'*-" 


x 


A "f 


Altronde, essendo y ■=■ d x l’equazione del dia- 
metro , poiché questo passa per il punto x " , y " ; ne 


_/ ’l 

et oc 


risulta y" 
acremo dunque a. a' = 


x 


B'* 

T'ì 




relazione che , paragonala con la precedente 


m.m 


B" . .. 
— xr>' cl da 


a. a 


m.m . 



Dunque , supponendo AK parallela ad OM , nel 
qual caso m' = a' , ne risulta a — m\ cioè MJl è 
parallela a BK. 

Perciò , per condurre una tangente in un punto 
dato di un ellisse , della quale non ci è cognita che 
la posizione di un diametro AB, basta unire il cen- 
tro con il punto A/, e tirare la corda AK paral- 
lela ad OM , e poi condurre MR parallela alla 
seconda corda supplementaria BK. 

Questo mezzo ha il vantaggio di non suppone co- 
gniti per posizione , nè gli assi nè i fochi della curva. 

Seconda conseguenza. Sia ON il diametro con- 
iugato del diametro OM che passa per il punto di 
contatto della tangente MR. Poiché come abbiami 
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ora veduto, la corda AK essendo parallela ad OM, 
la seconda corda BK è parallela alla tangente , e si 
sà altronde (§ 162) essere questa tangente parallela 
al diametro ON , ne siegue necessariamente , che il 
diametro ON sia aneli’ esso parallelo alla corda sup- 
plementnria BK. 

Possiamo da ciò concludere che due diametri re- 
spettiv amente paralleli a due corde supplementa- 
rie , che partono dalle estremità di un qualun- 
que diametro , formano un sistema di diametri 
conjugati. 

E con ciò viene ad esser generalizzata la proposi- 
zione del n.° i 5 o. 

Questa proprietà e la precedente competono alla 
iperbole. .*■ ! 

190. E da ciò che siamo abilitati a fissare sul- 
l’ellisse o sull’iperbole la posizione di un sistema 
di diametri conjugati Jacenlè fra loro un’ angolo 
dato. Basterà descrivere sopra un qualunque dia- 
metro AB un segmento di cerchio capace dell’an- 
golo dato ; questo segmeuto , che passerà in prima 
per i punti A e B , taglierà la curva in un’ altro 
punto K tale che , tirando le corde AK , BK , e 
* guidando poi dal centro le OM, ON parallele a queste 
corde , verremo ad ottenere i due richiesti diametri. 

La costruzione medesima si applica all* iperbole. 

N. B. Osserveremo tuttavia che, per 1 ’ ellisse , 
..questa costruzione non si rende sempre possibile , 
attesoché gli angoli , formati dalle corde che si ap- 
poggiano sopra un diametro , hanno limiti determi- 
nati. 

Infatti, ahbiam veduto ( § i 5 i ) che gli angoli 
dei diametri conjugati di un'ellisse Imuno per mas- 
simo l’ angolo olttiso corrispondente alle due corde 
supplementarie che congiungono le estremità dell’asse 
maggiore con una dell’ estremità dell’ asse minore , e 
per minimo il supplemento di quest’ angolo : ma , 
atteso il numero precedente , qualunque angolo iscrit- 


to ed appoggiato sopra nn diametro è sempre eguale 
a quello di un certo sistema di diametri conjugati ; 
dunque questi angoli hanno lo stesso massimo e lo 
stesso minimo addotto di sopra. 

Perciò , prima di effettuare la precedente costru- 
zione , converrebbe accertarsi se 1’ angolo dato si 
trovi fra i limiti che abbiamo ora assegnati. 

191. Ultimeremo questa teoria con il quesito che 
siegue. 

Delineata un ellisse o un’ iperbole sopra un 
piano , determinarne il centro e gli assi princi- 
pali riguardo alla grandezza e direzione. 

Sia una curva LIIL'H' ( fig. ii 3 ) clic si sa es- 
sere un' ellisse di cui non se ne conosce alcun’ elc- 
1 ento. 

Primieramente , per trovarne il centro , tireremo 
due corde qualunque mm' , un' parallele fra loro 
congiungendo i punti medj di queste due corde 
con una retta 1111' , che , da quanto è stato detto 
( § i 3 a ) sarà un diametro. Prendendo poi il mezzo 
di questo diametro , avremo il centro richiesto 

(S >oo). 

Ora , per ottenere gli assi , si potrebbe , dopo 
aver delineato un qualunque diametro LL' , de- 
scrivere ( § igo ) una semi- circonferenza e con- 
giungere i putiti L , L' con il punto K ove que- 
sta semicirconferenza incontra la curva , poi fi- 
nalmente condurre per il punto 0 i due diametri 
AB , CD paralleli ad LK , L' K. 

Ma l’operazione si renderà più semplicè col de- 
scrivere dal punto O , come centro , con il rag- 
gio OL' un’ arco di cerchio che tagli V ellisse 
nel punto K ; e poi col dividere quest ’ arco in 
due parli eguali nel punto I : la retta di congiun- 
zione 01 rappresenta la direzione di uno degli assi. 

Poiché , dalla costruzione , risultano eguali i se- 
mi-diametri OL' , OK ; è da ciò che si esige che 
faccino angoli eguali tanto con il primo che cou il 
secondo asse. 


5. III. Dell’ Iperbole riferita a suoi assintoti. 


19’. Da quanto si è esposto fin qui sull’ ellisse 
e sull’iperbole, rilevasi che tutte le proprietà della 
prima curva esistono egualmente nella seconda con 
alcune sole modificazioni riguardo a talune ; non 
si verifica però la reciprocità , vale a dire che 1’ i- 
perbole ha molte proprietà che non possono appar- 
tenere all' ellisse. Tali sono le proprietà relative 
agli assintoti. Per completare coll' unione di queste, 
ci proporremo di ricercare l’ equazione dell ’ iper- 
bole riferita a suoi assintoti come assi coordinati 
Nell’ equazione dell’ iperbole riferita ai suoi assi 


A’ f — B’ x' = — A’ B’ . . . (1); 

sostituiremo ad x ed y i valori 

x = x cos * -f- y cos *' 

y — x sen * -f- y sen *' , 

adattati a far passare la curva da un sistema ret- 
tangolare ad un sistema obliquo (§99); ed ot- 
terremo 

( A* sen’ *' — B’ cos’ *' ) y’~) 

-f-^A’se^sen*’ — 2 B’cos*cos*')jc^ = — A B’ ...(2) 

A’sen 1 * — B’cos’^xv 

Ciò posto , prendiamo , per nuovo asse delle x , 
1 ’ assintoto OK ( fig, 1 r 4 ) 1 situalo sotto il primo 
asse, e per nuovo asse dell ey, l’ assintoto OL ; 
gli angoli * , *' hanno allora un valore deter mi- 
nato (§ 108) dalle equazioni 



B v B 
tnng lang * '= - ; 


d' onde si deduce 
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cos * = 


, sen a: 


B 


cos » 


A 

sen * 


K(A’+B’) 

B 


VW+ W ) ’ 


K(A 2 +B a ) 


e perciò A’sen’*' — B’cos’*' = 
A’sen’* — B’cos’* = 


A’B’ — A’B’ 
A’-j-B’ 

A’B’— a’B’ 




A’+B’ 

aA’sen * sen »' — aB’cos * cos *' = 


4A’B’ 


A'’-J-B*’ 

Si sgorge da ciò che i termini in y* . ed in x ’ 
svaniscono in forza di questa trasformazione ; e se 
si pone nella equazione (a) il valore del coefficiente 
di xy , si ottiene , a riduzione efiettuata 

* = ^-± 5 - • . • • ( 3 ), 

4 

Questa equazione che non racchiude che il ret- 
Jangolo delle variabili , ed una quantità del tutto 
cognita , ò la forma caratteristica dell’ equazione di 
qualunque iperbole riferita ai suoi assintoti riguar- 
dati come assi coordinati. 

In fatti , supponiamo che si voglia , reciproca- 
mente, determinare *, »' dell’ equazione (a), così 
che svaniscano i termini in x' ed in y' . 

Conviene allora fissare le relazioni \ 

A’sen’*'— B’cos’*' = o , A’sen’*— B’cos’* = o 

Ora , abbiamo dalla prima 

A’tang’*'— B’ — o , onde tang* — 
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anche la seconda ci dà tang * = 

Conosciamo da ciò che , prendendo per *' l’an- 

B 

golo che ha per tangente + ^ convien prendere 


per * quello che ha per tangente — . Dunque i 

iraovi assi , riguardo ai quali l’ equazione vien ri- 
dotta alla forma xy = k’ , sono gli assintoti della 
curva. 

Da questa equazione , che ci dà 
Ik* i* 

r = — , o x =? — , vien a rendersi sensibile , che 

* J 

più aumenta x , e più diminuisce > ; e che , dal 
supporre x maggiore di qualunque grandezza asse- 
gnata , diviene y minore di qualunque grandezza 
data ; e reciprocamente. 

Perciò i nuovi assi hanno la proprietà caratteri- 
stica degli assintoti ( § 108 ) 

193. Facciamo , per maggior semplicità , 

£+5: - k- • 

■ 4 - ’ 

l’equazione ( 3 ) diverrà a , y = k 1 . 

Chiamando p l’ ang. LOK dei due assintoti (fig. 
n4), e moltiplicando i due membri di questa c- 
quazione per sen P , si ottiene 

.r 1 sen P = k’Xsen P. 

\ / 

Ciò posto siano M un qualunque punto della 
curva , MQ , MP le coordinate di questo punto pa- 
rallele agli assintoti ; viene con ciù a formarsi un 
parallelogrammo OI’MQ , che ha per misura della 
sua superficie , OFxiIH=:.ry sen P- 
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Ma questa espressione è eguale a k* sen fi , 
quantità costante e indiperitienle dalla posizione 
del punto M. 

Dunque tutti i parallelogrammi , costruiti so- 
pra coordinate parallele agli assuntoti , sono e- 
quivalenti fra loro. 

N. B. Si scorge facilmente che questa superficie 
costante è eguale alla metà del rettangolo O B E G 
costruito sopra i semiassi, 

Infatti , i’ ang. fi dei due assintoti essendo duplo 
dell’ ang. LOX , abbiamo 

sen » s= sen 3 a' = 3 sen a' oos »' ; 


ma si h trovato ( § 193 ) 


COS *' S= 


XM. 


sen x = 


B 


KXA’+B 1 )* 


. „ aAB , A’+B a „ AB 

onde sen /3 = -77- , p ed — ; — X sen fi == 

A’-J-B 1 4 3 


Osserveremo ancora che , dal congiungere i punti 
A , B con i punti C , D , estremità del secondo 
asse , la figura così formata è un rombo i di cui 
lati sono paralleli agli assintoti ed è quadruplo del 
rombo OIBI' costruito sulle coordinate del punto B. 

Ora , il primo è un composto di quattro triangoli 
BOC , COA , AOD , DOB , metà rispettasi dei 
quattro rettangoli OBEC , OAeC , OAéD ,OBE*D; 
il che prova , in altra guisa , che il rombo mag- 
giore è la metà del rettangolo costruito sopra gli 
assi , o che il rombo minore è la metà del rettan- 
golo costruito sopra i semi assi. 

La figura ADBC , che ha per espressione 
( A’-f-B’ ) sen fi , o 3 AB , chiamasi , senza sa- 
persene il perchè , la potenza dell’iperbole. Nel 
caso dell’ iperbole equilatera , questa potenza si ri- 
duce a 2 A" , cd il rombo diviene un quadrato che 
ha per lato A y~ a. .. 


i g4* Proponiamoci adesso di condurre una tan- 
gente in un punto d.fto M ( flg. n5 ) dell'iper- 
bole , impiegando il metodo del n.° 68. 

Siano ( x" , y“ ) le coordinate del punto M , 
(x 1 , y') quelle di un secondo punto della curva. 

L’ equazione dell’ iperbole essendo xy = k’ .... (i), 
la secante verrà rappresentata dal sistema di tre e- 

yl y u 

quazioni y—f = — — — ( x—x n ) (2) 

X — “X 


'=k a (3) 

«V = V ( 4 ). 


Per ottenere il valore del coefficiente ■ „ , si 

x — x 

sottragga dalla (3) la (4) , ed avremo x' y l — x"y ,L = 
o , equazione die coll’ introdurre i due termini — * 
' > +y" x 1 che si distruggono , si cangia in 

x ‘ ( r'—y" ) +/' ( x'—x" ) = o ; 


onde 


f—y" . 

x 1 — x" 



Dunque la secante ancora verrà rappresentata dalle 
equazioni 

y—y" e= — — x' 1 ) , cd x''y" =k’. 
x 

Ma se si volesse che questi retta divenisse tan 
gente converrebbe supporre x' = x" , ed y =y\ 
ciò che ci dà 


y—y 


a 



k a ; 


la prima delle quali equazioni è quella della tan- 
gente richiesta , qualora si supponga che la secon- 
da resti adempita. 
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\g 5 . Osservazione. Per passare dalla secante alla 
tangente, bas'a introdurre la condizione x' = x " , 
perchè y' non ha luogo nelle due equazioni della 
secante. Ed , infatti , risulta dall’ equazioni della 
curva , xy = k 2 , che non ci dà die un solo valore 
di y corrispondente ad un valore unico di x , e 
reciprocamente , che la condizione x' — x" includa 
necessariamente y 1 = y". Non accade però lo stesso 
quando la curva si riferisca ai suoi assi o ad uu si- 
stema di diametri conjugati , perchè , allo stesso 
valore di x , corrispondono sempre due valori di 
y , e perciò dovremo , il tal caso , introdurre le due 
condizioni riunite. 

Dall’ applicare il metodo generale del n.° 66 , 
cioè dal combinare fra loro le due equazioni 

xy = k 1 , ed y — y' = a ( x — x‘ ) , 

per formare o un’ equazione soltanto iu x o un’ e- 
quazionc in y , si troverebbe , dalla condizione che 
esprime essere eguali i due valori di x o quelli i- 
y , 1’ unica relazione ( y — a x 1 ) ’-Hak* = o , 
s enza alcuna estranea risoluzione ( § 67 ) ; e ciò si 
Spiega coll’ osservare che i due valori di x non po- 
trebbero essere eguali senza che lo fossero quelli di 
y nel tempo stesso , e reciprocamente. 

196. Vediamo quali conseguenze possan dedursi 
dall’ equazione della tangente , 

y—y" =-pr (x—x" ). 


Da quest’ equazione , facendo y = o , risulta 

* x^y" 


x — x 1 


:X' 


Ma questo valore di x — x" è eguale alla distanza 
OR ( fig. 1 15 ) diminuita dell’ascissa OP , cioè, 
alla sottotangente PR ; e perciò Pfì = OP. Dunque, 
attesi i triangoli simili OTR , PMR , abbiamo MR 


1 
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s= MT ; c quindi , la porzione di una tangente 
compresa fra gli assintoti , è divisa in due parti 
eguali nel punto di contatto ; proprietà già dimo- 
strata (§ 175). 

Adesso , dai due triangoli OMP , PMR , avendosi 

/ 

(t.° 3 .°§i 3 o) Óm 3 a* V'- cos MPR , 
Mr’ — •xx ,, y' ì . cos MPR ; 

si deduce oìi 3 — j^ 2 = 4 -r'y '.cosMPR:^*’!?' n .cosP; 

1, . „ „ . A’+B’ 

ma I equazione x f = lt’ = — - — 

ci da 4 .r , y 7 = A’-f-B’; abbiamo, altronde, 

P— 2 * , cioè cos p = cos’*— sen’* , 
o , ponendo per cos’* , sen’* , i loro valori trovati 




n.° 192, 


cos p = 


A’— B’ 
A’+B’* 


Dunque l’espressione di OM.’ — MB* diviene 
Óm’— MÌ t’ e= A’ — B’.- 

E siccome si ò ottenuta ( § 1 87 ) la relazione 
A' 1 — B 7 ’ = A’ — B’ , avremo dunque 

OàT — MR’ = A” — B 7 '. 

Supponendo perciò che OM sia il semidiametro 
A’ , potremo concludere che MR rappresenta il se- 
midiametro II 7 ; cioè che la porzione di tangente , 
TR , rappresenta in grandezza il diametro con- 
iugato 2B 7 di quello che passa per il punto di 
contatto ; ed è questa la seconda proprietà del 
u.° i 7 5. 
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ì)i qui è che abbiamo , per proprietà immedia- 
ta , che i parallelogrammi iscritti all' iperbole , 
hanno i vertici situati sopra gli àssintoti. 

Consideriamo ancora una qualunque secante al- 
1 ' iperbole , SS' ( fìg. i 5 ) , e rappresentiamo con 
( x' , jr 1 ) le coordinate del punto N , e con (x" > 
jr" ) quelle del punto N', 

Àbbiam trovato (§ 194)* per il sistema delle 
'equazioni atte a rappresentare questa secante , 

x-r" ( x-*" ) , x"j" - v. 

Ora , facendo nella prima y=o , si ottiene 

X—x" cioè, OS'— OQ' , 0 Q'S'=OQ ; 

J 

è perciò, Q'S’ = Q"N. ( 

Si scorge da ciò chè i due triangoli NQ" S , 

N'Q'S' sono eguali , poiché sono equiangoli ed 
hanno un lato eguale. , ' - Cr 

Di qui è che NS = N'S' ; ciò che dimostra che 
le due parli di una secatite , Comprese fra la cur- 
va e gli àssintoti , sono eguali fra loro (§ 176). 

Abbiamo creduto dovèr riassumere la discussione 
delle proprietà già stabilite , acciò si conoscesse 

3 ual vantaggio potesse risultare dalla combinazione 
ella equazione con quella della linea ret- 

ta ; non possiamo però non riconoscere che , le 
dimostrazioni date i «allora , siano preferibili a 
queste. 

197. L'ultima ci somministra un mezzo quanto 
semplièe altrettanto spedito per costruire un iper- 
bole , qualora si conoscano gli àssintoti ed un sol 
punto della curva. 

Siano LL' , KK' ( fig. n6 ) i due àssintoti , ed 
M il punto di posizione data sul loro piano. 

Guidando da questo punto delle rette in tutte 
ie direzioni possibili , e partendo dai punti s, s t ) 

T. V. J 7 


/ 
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s" ... . ove queste rette incontrano V ass inloto 
KK', si prenderanno le parli sm , s'm' s" m", 
eguali alle distanze SM , «S'M , S"M , . . . . del 
punto M da quelli ove le stesse rette incontrano 
1’ altro assintoto ; i punti m , m' , m" ,...., così 
determinati , appartengono alla curva. 

Sarà opportuno di qui avvertire che da questa 
costruzione si ottengono insieme i punti dell’ uuo 
e dell’ altro ramo ; attesoché la proposizione delle 
secanti è stata dimostrata , anche per una secante, 
come Mm" o M m"‘. 

Potremo , in tal’ occasione , determinare gli assi 
riguardo alla grandezza e direzione. 

Primieramente , avremo le direzioni dei due assi 
col dividere in due parti eguali 1’ ang. fi dei due 
assintoti , coni’ anche il suo supplemento. 

In oltre il punto M , di posizione cognita , avrà 
le coordinate x' , y' , parallele agli assintoti t si- 
milmente cognite. 

Avremo dunque la relazione x'y' = k* , o 
A’+B’ s= 4 x'y' .... (t); 


ma abbiamo ancora ( $ 108 ) tang -^fi ss 



d’ onde B* s= A’tang ’^/3 . . . (a). 

Combinando fra loro le (i) e (a) troveremo 

A* ( i+ tang* - fi ) = 4 x'f ; d’ onde 


A , _ 4<r' 

s+tang* J. fi 

a 


4 y cos* ~ pi 


Digitized by Google 


! 


2 % 


e perciò, A = 2 cos J_ /3 V x' y' , 

2 

R = A tang — fì= 2 tang A 1 cos i. ^ y x'y'—* 

2 scn~ ar'y. 

§. IV. DEH* PARABOLA. 

Proprietà di questa cun<a riferita ai suoi assi 
principali. 

198. Incominciamo , come per P ellisse ed iper^- 
. . » dall' indicare i caratteri analitici, o geome- 
Irici che distinguono i punti presi sulla curva , da 
([uclli situati fuori o dentro. 

i. Q Siaj *— apx f equazione della paratola MAm. 
Riguardiamo i tre punti N , M , N' (fig. II7 ) 
situati sopra una stessa perpendicolare all’ asse delle 
oc, il primo de quali trovasi fuori della curva il 
secondo sulla curva , ed il terzo dentro. 

Abbiamo NP>MP , ed N'P<MP ; dunque , poi- 
cbe^, riguardo al punto M , mp’ = 2 p. AP , o 
r 2pjc__ 0 , nesiegue che, per il punto esteriore 
rioVe^ÌN? 3 a - eiS1 y'~ 2 P x >° 1 e P er 11 P«nto intc- 
.?• Sti d punto avesse la posizione esteriore 
, 1 ascissa AP" di questo punto sarebbe ncga-- 
na.^e si avrebbe con piò ragione j’—2px> o\ 

2. Seguendo la definizione della parabola (tj hi) 
ciascuno de’ suoi punti M è ad egual distanza dal 
loco l e dalla direttrice LL' ; ma riguardando due 
punti R ed R , uno fuori e l’altro dentro la cur- 
va guidando per questi punti Q'RM' Q"M"R' 
parallele ad AX, poi dal congiungere il punto F 
con 1 punti R e d M' , R' ed M"° avremo m ima 

F R VÌ^ nt0 ’ FR+RM ' >FM ' ’ 0 aì 'Q'i dunque 
, j- ^ cioè 1 [ a ^istanza di un punto esteriore 

al Joco a maggiore della distanza dulia direttrice . 

* 
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Per il punto R' , FR'<FM"+M"R' o 
M''R' ; onde FR'<Q"R' ; perciò un punto inte- 
riore e meno distante dal foco che dalla direttrice* 


199, Dall' equazione y' *= 


px , si deduci =2 p ; 


die ci fa conoscere che nella parabola il quadralo di 
un’ ordinata sta all’ ascissa corrispondente in un 
rapporto costante , chiamato il parametro della 
curva ; 0 , con altra espressione , i quadrati delle 
onlinate stanno fra loro come le ascisse corrispon- 
denti ; o , le ordinate crescono come le radici 
quadrate delle ascisse- 

Da quest' ultimo carattere viene a stabilirsi una 
differenza sensibile fra il corso della parabola e 
quello di ciascuno dei rami dell’iperbole. Infatti v 
poiché abbiamo per questa , 



ne risalta che i valori di y debbano crescere quasi 
proporzionai mente alle ascisse , per i valori dj x 
un poco rilevanti. L’ iperbole s’ innalza dunque 
molto più rapidamente sopra 1’ as c e delle x di quello 
faccia un ramo parabolico. Finalmente , quando x 
è grandissimo , il corso della iperbole c quasi quello 


B 


di una linea retta che ha per equazione y — — x\ 


mentre che il corso, della parabola corrisponde molto 
più a quello di una linea retta parallela all’ asse 
delle x. 

L equazione y' — apx , dandoci , op\ y'.'.y : x , 
ci presenta il seguente mezzo di descrivere la pa- 
rabola con punti. 

Sopra il primo asse principale ed a sinistra 
dell ’ origine A ( fig. 118) si f renda una distanza 
AC eguale a ap ; s' innalzino sopra AX dai di- 


atìi 

versi punti P , P' , P" . . . delle perpendico- 
lari , poi descritte con le rette CP* CP' , CP" , 
.... come diametri altre Haute circonferenze ; sì 
condutranno finalmente dai punti Q , Q' , Q" , 
. . . . , ove queste circonferenze incentrano il se- 
condo asse , delle patallele al primo; i punti M, 
M' , M" , . determinati dall* incentro di que- 

ste parallele con le perpendicolari , sono i punti 
della richiesta parabola. 

Infatti , da una qualunque ascissa ÀP , abbiamo 
CA : AQ II A Q: AP , o zp : MP II MP : AP ; onde 
MP* = *p. AP. 

I punti del ramo inferiore si determinano col 
ptolungare le perpendicolari in parti eguali a loro 
stesse. 

aoo. Misura di un segmento parabolico. 

Per mantener l’ordine ebe osservato abbiamo 
nelle altre curve , proponiamoci di determinare l’a- 
rca di un segmento compreso fra un’arco di para- 
bola MAm , ed una corda M/n perpendicolare al 
primo asse , o semplicemente 1’ area del semi-seg- 
mento APM. 

A tale oggetto , riguardiamo sulP arco AM (fig. 
*19) una serie di punti M, M' , M" , . . . . dai 
quali vengano guidate delle perpendicolari e delle 
parallele all’ asse AX ; queste rette ci daranno dei 
rettangoli IìPP'M' , R"P'P"M" , ... .che chia- 
meremo rettangoli interiori , e degli altri rettan- 
goli R'QQ'M' , R"'Q'Q"M'' , . . . . che deuomi- 
n are mo rettangoli esteriori. 

Rappresentando ora con x ed y , x' ed y' , x ' 
ed y" , .... le coordinate dei diversi punti Ri, 
M' , M" avremo per la superficie s «hd 
rettangolo interiore RPP'M' , j ( x — x' ), 
e per quella del rettangolo 
esteriore corrispondente t > t — x' ( j — y' ) ,, 


a6a 


d’ onde deducasi 


y (-r— -r f )> 


Ma , i punii M , M' , . . . . . trovandosi sulla 
curva , avremo le relazioni 


y* =3 px , y* «= a px ' , che ci danno 


x — - — , x — x ss ; 

3 p a p 

avremo dunque , a sostituzioni effettuate, 

f__ /(r*— /*) _ r±r' , _y 
1 y“(y—y') f y r 

Ter i due rettangoli successivi si otterrebbe 

S* Y* 

- = i -f- —, ; e così per gli altri, 
t Y 


Osserviamo adesso che i punti M , M' , M" , 
, . . . , possono prendersi sulla curva in modo da 
aversi la serie dei rapporti eguali 


essendo m una 


y _y" _ , 

y > — y — y > • • • > — - 1 t m > 

frazione costante oosì piccola quanto si vuò ; (basta 
infatti prendere sopra AY delle parti 


AQ' = AQ X — , AQ" = AQ'X-i- 

i-j-/» \-\-m 

e poi di condurre per i punti Q' , Q" dello 

parallele ad AX ). 

s s* 

Mediante tal condizione, i rapporti—, 7- , .... 

t c 


S s s 

divengono 3 -| -m , 7-= 3 +/w , -77 =a 3 -J-ro,.,;. 

* t • 

onde, per il principio cognito ( t° *.° §120) 
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' s +*'+t"+ . 

t+t'+t"-f- . ^ . .. * 


s 

'ji " ^ 4"^ I- 


a&3 


eiò che già ci dimostra che il rapporto fra la 
somma dei rettangoli interiori , e quella dei ret- 
tangoli esteriori , è eguale alla quantità costante 
a-fm. 

Ciò posto , siccome è evidente che , prendendo 
per m una frazione piccolissima , la somma dei 
rettangoli interiori differirà pochissimo dal semi- 
segmento AMP ; e che la somma dei rettangoli e- 
steriori differirà pochissimo anch* essa dalla figura 
mistilinea AMQ ; e che queste differenze saranno 
altrettanto più piccole quanto sarà minore il valore 
della frazione rappresentata da ni ; potremo con- 
cludere che al limite , cioè , quando si supporrà 
m = o, le due somme dei rettangoli si confonde- 
ranno con le superficie AMP , AMQ , c che si ot- 
terrà necessariamente 


AMP 

AMQ 


= 3 ; onde AMP = a AMQ ; e così 


APMQ = 3 AMQ ; e perciò 

AMQ =3 A APMQ, a AMP = APMQ = j x.y 

Dunque finalmente , la superficie del semisegmento , 
parabolico AMP è eguale ai due terzi del rettan- 
golo costruito sopra le coordinate estreme . 

Risulta da ciò , che il segmento parabolico è 
una superficie quadratile , ciò che non ha luogo 
nè per il cerchio nè per 1’ ellisse , le di cui aree 
dipendono dal rapporto della circonferenza al dia- 
metro. 


Problema delle Tangenti. 

sor. Proponiamoci adesso di condurre una tan- 
gente alla parabola per un punto ( x" dato 

sulla curva. 
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Usa retta condotta per questo punto e per unt 
secondo punto ( x ' , y' ) della curva , è rapprescn- 
tala dal sistema di' tre equazioni , 


v < v " 

r—y" =1 — 


x — a: 


(*-*”). (.). 


y" = apx’ 

jr "‘- : 2 px' 


( 3 ). 


Per ottenere il valore di 


y-i" 


' » 81 ritragga 

la ( 3 ) dalla (2); e si avrà 

a- -r y ~ry 

Perciò , la secante viea’ ancora espressa dalle due 
ap 

equazioni y—y" — 


y'+y 


7f (x— a:"),ed y"'=3px" K 


Ma affinchè questa retta divenga tangente, biso- 
gna che sia unitamente y'x=y", x' t=x'\ ciò che 


ci dà y— y" ( x—x" ) > y"‘ 5= npx" ; 

La prima delle quali è l’equazione della tangen- 
te , quando si supponga che la sqcouda resti ad- 
dempita. 

202. Osservazione. Dall’ essere 1 ’ equazione 


y—y" « 


b p 

y'+y" 


( x—x" ) 


indipendente da x' y 


ne siegue che l’ipotesi y' =y" basti per fissare il 
contatto della retta. Ciò proviehe , attesoché ! e- 
quazione della curva, y* = apx , per un valore 
di y non ci dà che un sol valore di x ; perciò , 
dal supporre che due ordinate della curva siano 
eguali , deve risultarne la stessa eguaglianza riguar- 
do alle ascisse corrispondenti. Non si verifica però 
la proposizione reciproca. 
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Così , applicando il metodo generale del r„ n 66 , 
«he si riduce a combinare fra loro le due equazioni 

y’ = ipx , y— y' — a ( x—x' ) , 

si trova per risultato dell’ eliminali one di y , 

a*x’-f- 2 [u(y' — ax‘y~f)]x+(r' — ax')' = o , 

e per sisultato dell’ eleminazione di x 

af — a p y — :>p(«x' — y') = o. 

Affinchè le due radici dell’ equazione in x sìana 
eguali , eonvien die sia 

[a(y'_ fl *' = o , 

o , sviluppando la prima parte , sopprimendo le 
due quantità «’(y' — ax ')% — a\ y' — ax ), che si di- 
struggono , ed ordinando rapporto ad a , 

a px'.a‘ — 2py'a-{-p'—o .. (i)* 

In quanto ai due valori di y , vengono resi fi- 
gliali dalla condizione p*-t-2ap(ax' — y') = o, ed 
ordinando riguardo ad y 

apx'.a * — apy'.a+p’ =o .... (2) 

risultato identico, con il risultato (1). 

Si vede perciò che la sola ipotesi che i due va- 
lori di y siano eguali , basta per condurci alla 
vera condizione ai contatto , senza altra estranea 
condizione ; mentre che quella , che esprime 1 ’ e- 
guaglianza dei due valori di x , dà luogo ad una 
prima equazione che racchiude la soluzione a=oo, 
essendo siati soppressi i termini in ed a\ 

Qualora si supponga dato sulla curva il punta 
(x' , y') , avendosi y" = spx' , la (1) diviene 

p 

y'‘a’ — 2py'a-\-p' = 0,0 (y'a—p)’=. o;ondc a=y » 


f 


y 


/ 


t 


I 
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Tale infatti è il valore del coefficiente di x — x ** 
nell’ equazione della tangente ( sostituendo però r' 
ad/'). * 

P 

so3. L’ equazione y — y” = — (,r — x" ) divie- 
ne , facendo svanire il denominatore , ed attesa la 
relazione /'* = a px" , 

yy" =P (x+x n ) r 

equazione che non differisce da / = spx che ia 
quanto che ad / e ax , o y.y ed x-{-x vengono 
sostituiti yy" ed x-\-x"‘ 4 

Facciamo ora , nell’ equazione semplificata della 
tangente, r = o ( fig. lao); ne risulterà 

x-{-x" = o , onde x — — x" , o AR = — AP , 

Perciò , per condurre una tangente alla parabola 
in un punto dato M * basta prendere una distan- 
za AR eguale all ’ ascissa ÀP di questo punto v 
e congiungere il punto M con il punto R. 

Dal supporre ^=o, nell’equazione non sempli- 
ficata , volendosi il valore di x — x" , si trova 



P 


, ciò che dimostra , astraendo dal segno , clic la 
sottotangente PR è doppia dell’ ascissa del punto 
di contatto. Il seguo poi , dal quale viene modifi- 
cala , conviene alla sua attuai posizione , valutan- 
dola a sinistra del punto F. 

2o 4> L’ equazione delia tangente nel punto M 

essendo y — y" = ■—£ x — x" ) , 

sarà quella della normale nello stesso punto 

r-y = - r j ( ) ; 
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che se si farà in quest’ equazione , y : 

py 1 ' 


2O7 

= o , si Otterrà 


x — x" , o PS= * y — = p. 


Dunque , nella parabola , la sottonormale è co- 
stante , qualunque siasi la posizione del punto di 
contatto , ed è eguale alla metà del parametro . 


so 5 . Siccome, nella espressione a s=— , l’or- 

y 

dinata 7" può passare per tutti i stati di grandezza, 
ne siegue che la tangente sia suscettibile aneli’ essa 
di tutte le possibili situazioni riguardo al primo 
asse. 

Sia y" o , sara a = 00 , cioò la tangente con- 
dotta del punto A è perpendicolare ad Ax. 

E non diven parallela a quest* asse che nel punto 
che ci dà y" = co. 

Piacendoci di conoscere in qual punto la tan- 
gente faccia con l’ asse principale un’ angolo di 

5o° , basta porre~ = 1 ; ciò che ci dà y" s=j p , 


c perciò 



ascissa che non appartiene che al foco F. 

Perciò , in qualunque parabola , la tangente fa 
un’ angolo di 5 o°. all" estremità dell’ ordinata che 
passa per il foco. 

206. Conduciamo il raggio vettore FM , ( fig. 
120) , e calcoliamo l’angolo FMR , come latto 
abbiamo per l’ellisse. 

Rappresentando con a , a' , le tangenti degli 
angoli MRX , MFX , avremo 

tang FMR , o tang V = 


f • 
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Ma , T equazione del raggio vettore , che pass» 

per il punto F per il quale y c= o ed x — — , ha 

a 

la forma y = a' ( x— — ; 

e siccome passa ancora per il punto ( x" , /' ) > 

ne risulta jr" = a' ( x''-- ) ; onde a' = — ^ 

2 2x — y 


Abbiamo altronde a =. —7 ; dunque l’espressione 
di tang V diverrà 


?y 


2.r*' — p y" 


*1 y 


2y"’ — 2px''+p” 

2x''y4— pjrf+ap y* 


tang V s= 

y' J ( 2x" — -p) 

ovvero, attesoché y"’ = 2px”, 0 ay ,, ‘ = 4 p x '\ 
tang ^ x , f +/ ^p (ax"+p) _p 

2x”y , ’+py" y\^"+y) y ' 1 
Si vede da ciò che 1 ’ aug. FMR = aug. MRF. 
Dunque : la tangente divide in due parti eguali 
l* ang. FMH formato dal raggio vettore FM e da 
una parallela all 1 asse delle x t condotta dal pun- 
to M. 

Potrebbe ciò verificarsi nel modo seguente. 
Abbiaru trovato ( § 2o3 ) 


AR = AP ; onde FR 


■.£- +AP. 
2 


Per altra parte , sia LL' la direttrice ; il rag- 
gio vettore FM è eguale alla perpendicolare MG , 



p 

<o — + Ap; dunque il triangolo FMR è isoscele, 

e ci dà ang. FMRe=ang. MRF. 

ao 7* Questa proprietà ci abilita a condurre una 
tangente da un punto della curva , o da un punto 
preso fuori della curva. 

i.° Per condurre una tangente per il punto M 
( fig. ivo ), basta condurre la MH parallela ad 
AX. , congiungere il punto F con il punto G ove 
la parallela incontra la direttrice ; e poi calare 
AIR perpendicolare ad FG : avremo con ciò la 
tangente che si richiede , poiché il triangolo FMG 
isoscele vien diviso dalla AIR in parti eguali tanto 
riguardo alla base FG , che all* angolo ; al vertice. 

Può anche conoscersi indirettamente , che la 
retta che divide 1’ ang. FMG in due parti eguali 
non ha che il punto M in comune con la curva. 

In fatti , supponiamo che fosse N un’ altro pun- 
to , e guidiamo le rette FN e GN , e poi caliamo 
la perpendicolare NK sopra LL\ 

Avremo , dalla costruzione , NF = NG ; ma 
1 obbliqua NG è maggiore della perpendicolare 
IVK ; dunque NF è maggiore di NK , e perciò 
( § ) il punto N è situato fuori della curva. 

Deve osservarsi che questa costruzione dipende 
unicamente dalla definizione della parabola. 

a.® Per condurre la tangente da un punto N 
dato fuori della curva, si descriva da questo punto 
come centro , con un raggio eguale alla distan- 
za NF , una circonferenza di cerchio che tagli 
la direttrice nel punto G , e condotta G f paral- 
lela ad AX , il punto M d'intersecazione , sarà il 
punto di contatto , poiché , abbiamo per costruzione , 

NG = NF , ed MG = MF ; 

dunque la retta NM è perpendicolare in mezzo 
della corda FG , e divide i’ang. FMG in due par- 
ti eguali. 


”%» • 







2*0 

La stessa circonferenza incontra la direttrice in 
nn secondo punto G' tale, ebe, condotta per 
questo punto una parallela ad AX , il punto ove 
questa’ parallela incontra la curva è il punto di 
contatto della seconda tangente che può condursi 
per il punto N. 

208. Conseguenza della proprietà precedente. 

Si è veduto che , la retta FG , che congiunge 

i punti F e G , è perpendicolare alla tangente , 
<ed è divisa in due parti eguali da questa stessa 
tangente. Per altra parte 1 ’ asse delle y , condot- 
to per il punto A medio di BF, passa necessa- 
riamente anche per il mezzo di FG ; dunque il 
piede I della perpendicolare, abbassata dal punto 
F sopra la tangente , si trova sopra l'asse delle y. 

Si dimostra con ciò che , se dal foco si calino 
delle perpendicolari sopra le tangenti alla para- 
bola , il luogo geometrico dei piedi di tutte que- 
ste perpendicolari altro non è che il secondo as- 
se principale . 

Questa proprietà è analoga a quella ( § 1G7 ) 
relativa ali’ ellisse ed all’ iperbole. 

Della parabola riferita ai suoi diametri 
o a' suoi assi conjugati k 

209. Abbiam veduto ( § i 36 ) che se, da un 
punto qualunque A' ( fig. 121 ) della parabola , 
si conduca una tangente A'H, e poi una paral- 
lela A'K al primo asse , queste due rette , deno- 
minate assi conjugati , sono tali che qualunque 
corda MM' , parallela ad A'II , è divisa in due 
parti eguali dalla retta A'H che , per questa ra* 
gionc , si chiama un diametro . 

Risulta da ciò , che 1 ’ equazione della parabo- 
la riferita a questo sistema , debba essere della 
forma y’ =2 kx , essendo k una costante che pur 
dipende dalla posizione del punto A' sulla enrva. 


« 
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Per determinare coll'analisi il valore di questa 
•costante eseguiremo una trasformazione ad oggetto 
di riferire la parabola ad un nuovo sistema d’as- 
si , di tal indole , che l equazione conservi la 
stessa forma che ha quando la curva vien rife- 
rita ai suoi assi principali. 

L’ equazione della parabola riferita ai suoi assi 

essendo y' = -xpx . (i) 

sostituiremo ad x ed y i loro valori 

oc — x cos a + y cos a! + a , 
y — x sen « ■+ y sen *' + è, 

per mezzo de’ quali ( § 89 ) si passa da un si- 
stema rettangolare ad un sistema obliquo di ori- 
gine differente ; ed otterremo 


sen* a', y* + a scn a' sen «. Xy + sen’ ax * 

+ (3 i sen a' — r 3 p cos «') y ) 

+ ( 2 b sen a. — 3 p cos a ) x ) = 0 . . . . , (2). 
+ b‘ 2pSL ') 

Ma quest' equazione , per ipotesi , deve ridursi 
alla forma f = kx ; dunque convien fissare varie 
condizioni , cioè 


scna\sena=o,sen’*=o,6sen*'— pcosa'=o,£‘— 3pa^=o: 
e la (3) si riduce ad y* s= x . . . ( 3 Y 

Siccome la seconda delle fissate condizioni in- 
clude necessariamente la prima , ne siegue che , 
per determinare *, <x', « , 6 , non abbiamo in 
realtà che tre equazioni distinte. Perciò , il nu- 
mero dei sistemi di assi , rapporto ai quali l’ e- 
quazione conserva l' addotta forma , è infinito. 

La relazione sen #=o, ci fa poi conoscere che 
il nuovo asse delle x , il quale, dalla forma del- 


V 


1 




t 
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r equazione (3) , altro non è òlle un diametro , k 
parallelo all’ asse principale. Dunque , nella pa- 
rabola , tutti i diametri sono paralleli all ’ asse 
principale. 

In secondo luogo , l’equazione b' — iap == o , 
essendo ciò che diviene r‘ =-ipX , o y'-*-ip£=3 a % 
quando si sostituiscano le x ed y alle Coordinate 
a c b della nuova origine , dobbiamo inferirne 
che questa origine sia situata nella curva. Dan- 
do ad a un valore arbitrario , si dedurrà dall’ e- 
quazioue b’—ipa — o, il valore corrispondente di 
b ; ed il punto A' , determinato da questi valo- 
ri , rappresenterà la nuova origine. 

Finalmente , 1’ equazione 

b sen p $os *' =s o » ci dà tang a 1 is i 


espressione simile all’ altra a == - , già trovata 

por la tangente alla parabola ; ciò che prova , 
clic il nuovo asse delle a è tangente alla curvai. 

Questi risultati si accordano tutti con quanto si 
disse ( § i36 ) sopra gli 'assi conjugati. 

P 

Dalla relazione tang a 1 = , si deduce 


°» “ , = v(SH7)' cpcrcii> ’ 


p 

senV = tangVcos’a =* — — 


b'+p‘ za+p 


OD P 

onde — V-y = fa+W = 4 ( a + 2 

sen a 

Ora , dal supporre che AG sia 1’ as cissa della 
nuova origine A' riferita ai primitivi assi , C dal 
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condurre il raggio vettore FA' , sì sà che questo 
faggio vettore Ita per espressione a -f- — . Dun- 


que 


?P. 
seri’ «' 


= 4 A'F ; cioè, 


il parametro della 


parabola riferita àd un sistema d’ assi conjuga- 
Pi , ovvero , il coefficiente di x nella equazione 
( 3 ) , è eguale al quadruplo della distanza del 
foco dalla nuova origine. 

Indicando con ap' questo nuovo parametro , si 
ottiene alla fine /’ « a p'x per i‘ equazione del» 
la parabola riferita all’ uno de’ suoi diametri. 

Potremmo qui , come si è praticato per l’ellisse 
e per l’iperbole, proporci, recipiocamente , di 
passare dall’ equazione della parabola riferita ad 
un sistema di assi conjugati , a quella della cur- 
va riferita ai suoi assi ; ma questo calcolo non ci 
presenterebbe verua risaltato importanti’» 


avo. L’ equazione y' se zp'x 



prova che , per nn qualunque sistema di assi con- 
jftgati , i quadrali delle ordinate sono proporti' - 
nati alle ascisse corrispondenti ; e questa è la 
proprietà del n. w 199 , generalizzata , poiché gli 
assi principali formano un sistema particolare di 
assi conjugati. 

Questa proprietà verificandosi , qualunque sia 
1’ inclinazione degli assi , potremo , con un pro- 
cesso simile a quello già impiegato ( § 184 ) * 
costruire U parabola , conoscendo F angolo dei due 
assi conjugati ed il parametro corrispondente. 

Siano AX , AY ( fig. 122 ) i due assi conju- 
gati che vengono assegnati. Innalzata nel punto 
^ una perpendicolare ad AX , si costruisca so- 
ra AX , AY' , considerati come assi principali , 
P T. V. 18 
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una parabola ANN' che abbia per parametro 
ap' ; condotte poi dai diversi punti P , P » • • • 
delle parallele ad AY' * ed AY , e prese le parti 
P M , P'M\. . . , eguali a PN, P'N\ . . ., i punti 
M , M' , . . . . apparterranno alla curva che si 
richiede. ( Ved. § 356 . per questo stesso quesito)* 
23 1. Risolvendo il problema delle tangenti , 
con il metodo del n. B aoi , si trova per l equa- 
zione della tangente , allorché il punto dato sia 


sulla curva , y — y" = — Tl ( x — x" ) : ; 0 , sim- 
plificando mediante la relazione 

Supponendo nella seconda equazione r = o , si 
ova x *s — x" ; cioè ( fig. sai A'Rs=— A,'P. 


trova — — — 7 - ; — \ o - f * _| 

JJ ipotesi di y = o , introdotta nella prima ci 

yit* • ' - 1 

dà x— x"— — =— ojc" ; ciò che prova 

2 P 

che la sotto tangente P R A. negativa , ed arit- 
meticamente doppia dell ’ ascissa del punto di 
contatto. 

Questi risultati si conosceranno analoghi a quelli 

del n. v ao 3 . 

In quanto alla sottonormale , la proprietà di- 
mostrata u.° ao4., non può aver luogo nel caso 
degli assi conjugati obbliqui ; perchè il coeffi- 
ciente di x nell' equazione della normale , dipen- 
de essenzialmente dalla loro inclinazione. * 

2t3. Supponiamo adesso che debba condursi 
ima tangente da nn punto N ( fig. is 3 ) y o 
( x' , y' ) , preso fuori della curva. Per deter- 
minare le coordinate x" , y" , del punto di con- 
tatto , avremo le equazioni 
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"* = a p'x" ed yY ~P' C ; 

Ma piuttosto che prevalerci della eliminazione, 
che non presenterebbe alcun vantaggio , potremo,: 
rrgua rd indo x" , y" come variabili , costruirci 
luoghi geometrici di queste equazioni. 

La prima rappresenta ad evidenza la parabola 
già costruita. 

In quanto alla seconda , che esprime una linea 
retta , facendovi successivamente 



Ora , se supporremo che sopra gli assi ÀX , 
AY vengano portate le parti AI , AH , respettì- 

» V 

vamente eguali a — x' , , e che si conduca la 

y 

retta I H , si avrà con ciò il luogo geometrico elio 
si richiede; cosichè i punti M , m' , ove questa 
retta di congiunzione taglia la curva , sono i punti 
di contatto delle due tangenti che devono passare 
per il punto N. ' T . 

Siccome il risultato «" = — a?' corrispondente 
ad o , non dipende dall' ordinata y' del pua-^ 
to N , ne sieguc che , prendendo un secondo punto, 
N' sopra una parallela all’asse delle vy condotta 
dal punto N , e guidando le due tangenti N'M', 
N'm* , la linea di congiunzione dei nuovi punti 
di contatto debba passare per lo stesso punto I 
dell’ asse AX ; e così , in seguito , per gli altri 
punti della retta LL'. 

Quest’ ultima retta può riguardarsi ancora 
come situata ad arbitrio sul piano della .parabola; 
dunque la proprietà dimostrata ( § 186 ) per l’el- 
lisse e per l’iperbole, è egualmente vera per la 
parabola. Lo stesso deve dirsi della reciproca. 
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Osserveremo t ulta via che, seia retta data fosse 
una parallela LL' all’ asse principale , cioè un 
diametro , le rette di congiuu/.ioue dei punti di 
coutatto M ed m , M* ed rn' ( lig. n4 ) 110,1 più 
coneoi rebhcro in uuo stesso punto ; ina sarebbero 
tutte parallele fra loro , cioè s’ incontrerebbero 
tutte all’ infinito in un punto situato sull’ asse 
coniugalo di questo diametro. 

1.1 latti , supponiamo, per un istante , la curva 
riferita a questo diametro ed al suo conjugato 
AY ; siccome , per un punto N della retta LL* 
abbiamo x' qualunque, ma y' = o, nc discende, 


ir 


che i risultati x 


px . , . 

- — — cttenuti di 

y 


sopra , e corrispondenti rispettivamente ad 
y" =o , x" — o , si riducano ad 


x" = — x' ed y" = 


px 


Di qui è clic la linea di congiunzione dei due 
punti di contatto M ed m và ad incontrare l’asse 
delle y all’ iulinito. 

In altro modo : 1* equazione della retta di con- 
giunzione che , in generale , ha la forma y'y " — 
p\x'-\-x") , si riduce , nell’ ipotesi di y' => o , a 
p'{x'-\-x") = o , omlo x" = — x , equazione di 
una parallela all’ asse delle j\ 

21 ò. Ultimeremo la teoria della parabola con i 
seguenti quesiti : una parabola essendo delineata 
sopra un piano , si determini : 
i * / suoi assi principali. 

2.* Un sistema di assi con/ugati che facciano 
fra loro un’ angolo dato : 

3 * Il parametro all’ asse principale , o ad un 
qualunque diametro. 

Delineate prima due corde parallele ni»', nn\ 
e presi i mezzi di queste corde ; nella retta ab 
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( fig. ia 5 ) clic congiunse rynesti puliti medj 
( $ i 3 a ) , avremo un diametro. 

Fissato ciò , siccome ogni diametro è parallelo 
all’asse principale , dal (juale vieti divisa in due 
parli eguali ogni corda della curva clic gli sia 
perpendicolare , ne steguo che , re si tiri una 
qualunque corda MM' perpendicolare ad a b , e 
si guidi per il mezzo P di questa corda uua pa- 
rallela ad ab, si otterrà AB per il primo <t«se 
principale ; AG perpendicolare ad Ali sarà il se- 
condo asse. 

Per risolvere il secondo quesito : faremo , in 
un qualunque punto G di AB , un' angolo NGB 
eguale a quello dei due assi conjugati ; poi per 
il punto Q medio di NN' , condurremo A'B' pa- 
rallela ad AB ; e dopo di aver condotta dal punto 
A' la A'C' parallela ad NN' , avremo il richie- 
sto sistema di assi conjug iti. 
i N. B. Questa costruzione ci somministra sen- 
sibilmente il mezzo di condurre alla parabola una 
tangente parallela ad una retta data NN'. 

Riguardo al terzo quesito , siccome , dalle pre- 
cedenti costruzioni , si conoscono le grandezze 
delle rette AP , MP , o A'Q , NQ , i due pa- 
rametri 2 p , 2 p' si otterranno dalle relazioni 

MP* , NQ* 

AP ’* ap “ A'Q' ! ' 

Cognito il parametro all' asse principale t se ne 
dedurrà faci I monto la posizione del foco , e quel- 
la della direttrice. 

214. 1 quesiti precedenti vengono seguiti da 
un'altro, che ha relazione con In tre curve di- 
secondo grado i 

Delineata sopra un piano una porzione di se- 
zione conica , debba determinarsi la natura di 
questa curva , cioè , riconoscersi se la curva è- 
un’ ellisse , un’ iperbole u una parabola. • >* 
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Quest* ultimo quesito riducesi , come ognun ve- 
de , a delineare due corde parallele , prima in 
una , e poi in un’ altra direzione ; ed a congiun- 
gere i punti medj tanto delle prime che delle 
altre. « 

Secondo che queste rette di congiunzione si ta- 
glieranno dentro , o fuori dell' arco dato , la cur- 
va sarà o un’ellisse , o un’ iperbole ,.o una pa- 
rabola. 

Perciò che riguarda la determinazione dei di- 
versi elementi della curva , dovremo ricorrere ai 

mezzi indicati ( §§ 190 , 191 , e ai 3 ). 

1 

» 1 § IV. Equazioni polari delle tre curve 
di secondo grado. 

t". 1 • . . • 

3 * 5 . Abbiamo fin qui supposto che la posizio- 
ne di una curva venisse determinata sopra .di un 
piano mediante un’ equazione fra due variabili 
esprimenti le distanze di ciascuno de’ suoi punti 
da due rette fisse riguardate parallelamente alle 
rette variabili. Esiste però un’ altro mezzo , il 
quale , in certi casi , presenta de’ vantaggi riguar- 
do al primo ( fig. ia 6 ). 

Per fissare Je idee riguardo a questo nuovo mo- 
do di rappresentare analiticamente le linee, con- 
sideriamo una qualunque curva mMra', una retta 
OB di posizione determinata sopra il piano di 
questa curva , ed un punto fisso O sopra questa 
retta. Guidiamo da questo punto, chiamato po/o, 
ad un qualunque punto M della curva una retta 
OM , denominata raggio vettore ; e indichiamo 
fcon r questo raggio vettore , con v 1 angolo che 
esso forma con la retta fissa OB. 

Se potremo giungere a stabilire, in qualunque 
siasi maniera , una relazione fra r c v , che si 
verifichi per tutti i punti della curva, e che non 
abbia luogo che per questi punti , si vede che 
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la curva sarà intieramente determinala; poiché , 
dando a f una serie di valori p' , v" , v'" , ... 
si dedurranno , dalla relazione j (r , o_) c=o , i 
valori corrispondenti r \ , r" , r . . . . per r. 
Formando allora nel punto O gli angoli LOB, 
L'OB , . . . . eguali a o' , v" , . . • • , e Po- 
tando sopra 0L , OL' , . . . le parti eguali ad 
r ' , r " , ... , verremo ad ottenere i punti 

M , M' , ...» che apparterranno alla curva. 

Le variabili r e v assumono il noine di coor- 
dinate polari, e l’equazione /,( r , v )= o si 
denomina equazione polaref della curva. 

ai 6. Essendo delineata una curva sopra un pia- 
no, possiamo proporci di determinare direttamente 
un * equazione polare di questa curva , prendendo 
in un modo adattato il polo t, la retta fissa gui- 
data da questo punto. Suol supporsi però già fis- 
sata la curva mediante una prima equazione fra 
coordinate rettangolari o oblique ( queste si de- 
nominano coordinate ortogonali) ; ed in tal caso 
deve dedursene un’ equazione fra le coordinate po- 
lari. Questa trasformaziouc di coordinale può ef- 
fettuarsi facilmente. ** ' 

Siano , infatti , AX , AY ( fig. ia6) due assi' 
rapporto ai quali abbiasi un’ equazione tale che 
sia f ( x , y ) = o. 

Condotte dal punto fisso 0 le rette OX' , OY' 
parallele a questi assi s’ indichino con a , b , le 
coordinate A11 , OH del polo O , con a 1 aug. 
BOX' , con fi P angolo dei due assi ; il raggio 
vettore OM , e l’ang. MOB verranno poi rappre- 
sentati come sopra con r e v. 

Ciò posto , abbiamo sensibilmente della figura 

’ AP o x «== a + OK 

MP o y =t b + MK ; 
ma , dal- triangolo MOK > risultando 


a8o 

OK: OM::sen OMK : sen OKM 

MK : OM :: sen M0K : sen CKM i 

. , r sci» ( p—v-* ) 

ne dedurremo OK = - _ - 

sen (3 

’■ mk = ' sen S ,“+?> . 

sen p 

Da questi valori, sostituiti nelle es[ ic»S'.oni> (fi 
x ed y , si ottengono 1 valori 


x ss a 


L r sen ( P — « — * ) 
"T — ■ 


y=b 


+ 


r sen ( v -f* a ) 
sen p 


(«>; 


questi sostituiti nell'equazione f ( x , / ) = o-» 
ci daranno l equazione polare che si richiede. 

Qualora gK assi siano rettangolari , come a«-« 
cade il più delle volte, sarà 


P — ioo° , onde sen /3=z,3cn(P — e — <x)c=a: 08 (v-f-*) ( ; 
e le formolo di veri ano 

x = a+r cos(v+<*) , y~ h + r sen • . (a). 


Oltre questa ipotesi , può ancora supporsi che 
la retta fissa sia parallela all' asse delle x , nel 
qual caso è a ss o ; c le forinole divengono 


x = ri-f-r cos « , yss i+r sen • • (3). 


Finalmente , in queste medesime circostanze ^ 
può. prendersi per polo l’ origine stessa delle pri- 
mitive coordinate ; e da ciò verrebbero ridotte le 
forinole ad 


Je r cos v , j = r sen v (4)* 

I due ultimi sistemi sono di maggior uso. 


"T 


t 

* • 
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37. Per avere lina prima ulca della maniera 
di usarne, proponiamoci di determinare /'«<//»/(- 
zione polare del cerchio , prendendo per polo un 
qualunque punto O ( lig. 137 ) situato sul piano 
di questo cerchio. 

L/'equazione del cerchio , riferita al suo centro 
e ad assi rettangolari , essendo 7’ +x* = R* , 
basta sostituire ad X ed y i loro valori dedotti 
dalla (3) ; e si otterrà , dallo sviluppare ed ordina- 
re rapporto ad r , 

r’+a(l>sen t»+a cos v ) r +a’+£ > •— R’ p= o ; 

( la retta fissa , partendo dalla quale si valuta 
1' angolo v , è una ietta OB parallela all' asse 
delle x ). 

Rappresentiamo con r* , r" , le duo radici di 
questa equazione , avremo , per un principio co- 
gnito ( t° 1.* pag. i8a ), 

r'.r" =r a* f &*— R*. 

Ma , questa relazione essendo indipendente dal- 
l’ ang. v formato dalla direzione dei raggio vet- 
tore OM con OB , ne siegue che , da due rette 

a naludque M/n , M' m 1 , condotte per il punto O, 
ebba aversi la relazione 

OMxO/n = OM'xOm' , o OM.OM'::Om':Om ; 

ciò che conferma quanto si dimostrò in Geome- 
tria ( t.° 3.° § fio ) , cioè che due corde si 
tagliano , in un cerchio , in parti reciprocamen- 
te proporzionali. 

Fiutanto che il punto O si conserva interiore 
al cerchio, a'"*~b‘ , o ao’ » ® minore di aC 0 
di R’ ; e perciò a 1 + b ’ — R è negativo ; come 
dev'essere, attesoché le distanze OM , Om si va- 
lutano in senso contrario '•fra loro. 

Se , all’opposto , il punto O sarà esteriore, co- 
pie in 0% avremo « J +6* , 0 ÀO > R’ » «d 
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b ’ — R’ sarà positivo. La proprietà delle secanti , 
come 0'», viene ad essere dimostrata, dalla re- 
lazione addotta di sopra , poiché abbiamo ONxO'w 
eguale ad una quantità costante , qualunque sia 
l’ inclinazione della secante. 

Dobbiam dire lo stesso della proprietà della tan- 
gente riguardo alla secante; poiché il triangolo 

rettangolo ADO' ci da ^ ^ -^O AD = 

b ’ — R' ; ondc^'D — O'NxO'n ; relazione già co- 
gnita ( t.° a. 0 § 5o ) 

91 8. Siaci proposto ancora di trovare l'equa- 
zione polare dell' iperbole , prendendo , per polo 
il centro stesso della curva , c per retta fissa il 
primo asse. . 

Non si tratta qui che di sostituire i valori 

x — r cos v , ed y = r sen v (fig. 7 $) nell* equazione 
(A’ y’ — B’ *’ = — A’B’ ; per avere 

(A’sen’v — B’cosV)r* = — A’B* ; d' onde 

±AB 

r = cos t>.\/(B’ — A’tang’n ) 

Da questo risultalo veniamo prima a conoscere 
clic se , per il punto O , si tiri una qualunque 
retta M/n', le due parli OM , O m' sono eguali 
e con segni opposti. 

Di più, affinchè riesca reale il valore di r, Li- ' 

, • , , i ., B* 

sogna che sia la tang v minore, o al piu — 

B’ . . . B 

Sia tang’ v = -p > ne risulta tang v = Ì^* 

Si vede dunque che le rette condotte per il 
punto O , in modo che formino con AX angoli 

. B B , 

che abbiano per tangenti e— queste ret-. 


J. . • , a ^ 

le , dico, separano le rette che incontrano la cur- 
va da quelle che non la incontrano ( vcd. $ 108) 
Quanto .precede basta a farci travedere con qual 
facilità una trasformazione di coordinate ortogo- 
nali in coordinate polari ponga in evidenza alcu- 
ne proprietà delle tinte curve. 

919. Discendiamo adesso a determinare le equa- 
zioni polari di tre ^sezioni coniche del caso più 
usitato , di quello cioè in cui si prende per polo 
uno dei fochi della curva , e per retta (issa il 
primo asse. 1 » r 

Ellisse. Sia F (fig. ia8) il foto preso per pòlo; 
avremo , in tal caso , b = o , <z = c ; e le forino- 
le ( 3 ) del n.° siG divengono 

x = c + r cos v , jr sr> sen t». 

Questi valori sostituiti nel? equazione della 
curva A’j-’+B’ar’ = A B’ , o piuttosto 

Ay+(A*— c*)x* = a*(A *— c‘) 

( per avere nei calcoli due soe costanti A e c ); 
otterremo 

(A’— c*cosV)r*+a(A*~ c*)ccosvr— (A'--e’)*:=o;onde 

(A*— r , )ccospÌy[(A*— c’)*c*cos*d-(A«— c’)*(A’— c*cosV)j 

A’— c’csV 

o , riducendo la quantità soto il radicale , 

(A’ — c’) (-^c os v +A) 


r = 


A’ — c’ os’ v 


espressione che , considera stuccessivamenle e 
con il segno supcriore e pi coll’ inferiore , ci dà 
a riduzione effettuata , 




A’— c’ 
A+c cos v * 


jd r =- 


A’— c’ 

A — c cos v 




Digilized by Google 


s84 

Discussione. Il primo di fjuosli due valori è 
essenzialmente positivo , perche A J — c‘ , o B‘ , è 
positivo , e quaiid' nache cos v fosse negativo , 
siccome ud coseno non può sorpassare I imitò , 
e siccome c, o — B’) , è minore di A, de- 

ve aversi necessariameute A-f-c cos i» > o. 

Il secondo è , per la stessa ragione , essenzial- 
mente negativo ; e ciò dev’ essere , poiché , da 
qualunque posiz.onc del raggio vettore , risultano 
sempre due punii M ed ni , N ed n in una po- 
sizione iuversa l’uno dall' altro , riguardo al pun- 
to F. Ma , astrnuido dal segno del secondo valo- 
re , si vede che esso si deduce dal primo col 
cangiare cos v in — cos v ; d onde si deduce che 
basta il solo prinu per darci tutti i punti della 
curva, con la coalizione di far passare 1’ ang. v 
per tutti i stati d grandezza da o° lino a 

Discendiamo addcuue ipotesi sull' ang. v, per 
determinare i valoi corrispondenti di r. 

Sia v — o i onde cos v = i ; si avrà 

A'-c 1 

r => ~ = A — c = FB ; ! 

Ade 

V — ioo° , onde cos v <=> o \ duuque 

A* — c* B* 

r = — — — = =FN , semi-parametro ; 

i>s=aoo°, onde cosi — — i ; dunque 
r =V+c = FA 

i»=3oo°, onde cos t=o, dunque 

A*~c* B 1 „ 
r= j— r“ F “- 

Nell’ ipotesi di i> = oo> , il secondo valor ge- 
nerico di r diviene , 


A 1 - 


B = 
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Bastano queste ipotesi per far conoscere che 
c ’ 

1 ' equazione r = — rappresenti tutti i 

* A-f-c C08 v 1 r 

punti della curva come l'equazione 

k'f +Wx' = A* B\ ! 

l 

320. Iperbole. Nell’ equazione di qusfa curva 
riferita ai suoi assi , A’y* — , 

o A’y’ — (c* — A 5 )x’ 5 =! — A’(c’ — A) , 

convien sostituire ad y ed x i valori yt= r sen v 
ed x — c-f-r cos e , o piuttosto , x = c-r cos p % 
attesoché trovandosi i vertici B ed A (ig. 139) 
della curva situati a sinistra del puntdr , deve 
valutarsi 1 ’ ang. p nella direzione FBA e ciò si 
riduce a sostituire aoo 0 — p in luogo ( p nella 
formola x ~ c+r cos v . • 

Con tal sostituzione , a simplificazionèffettua- 
te come per 1 ’ ellisse , si troverà 

c*— A‘ c’— A* 

f • — — — 1 pass — 1 

A-f-c cos v A — c cosi. 

La discussione di questi valori meta una 
particolare attenzione. 

Finché 1 ' angolo p è minore di \oo r , J cos „ 
è positivo , e diminuisce sempre iù a nisura 
che aumenta v fino a questo limit} dunque la 
prima espressione di r è positiva ed aimenta 
di più in più , da rx=c — A , o B , che corri- 
sponde a v — o , 0 cos v = t , P> ad , 

c*— A* B' 

r s=s — , o — 

che corrisponde a p = ioo° , o * p 3=* o. 

Quando v sorpassa ioo® , il c' p è negativo 
eil aumenta aritmeticamente ; noiccade lo stesso 
di c cos p ; e , ufiìnchè A+c cos resti positivo 1 
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bisogna ciac v sia minore dell’ angolo dal quale 
risulta AtC cos v = o ; e eos v = , onde 


c* B 

tang v «= V(secV— i)=V( a^*“ 0= — r » 

» 

vale a die che , se si guida per il punto F la 
retta FG parallela all’ assintoto OL , 1’ angolo v 
non dev’sser maggiore di OFG. 

Sia v » OFG , d’ onde cos v = — — ; ne risulta 

c 


c’— A* 


-A* 


A+cX — — 
c 


= co ; 


come di’ essere , perchè allora il raggio vettore 
è parallo ad OL. 

Quaro v sorpassi 1’ ang. OFG , , la pviina cr- 
pression di r aivieu negativa ; ma osserveremo 
che , sbomc questa espressione non cangia col 
sostituii v a — v ( sapendosi che cos — v e=a cos+ 
v, § 9 C )» perciò è essa capace di rap- 

presenti? tanto la porzione B m 1 ' 1 m” . ...» 
come *nche la porzione B m" M ,,; .... del 
primo ramo. 

Per un quahnque valore dato a v , per esem- 
pio OEM ,? > asta descrivere dal punto F come 
centro, e conin raggio eguale al valore corris- 
pondente di r,Vin arco di cerchio M*' Dm 1 '*, e 
poi prendere DV"s=s DM”. 

Vediamo adea cosa divenga la seconda es stati 
sione nel far pj are 1’ angolo v per diversqircs- 
di grandezza. 

A questa seci la espressione può darsi là forma 

- C ‘— A ‘ 
ccosv—A 
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Ciò posto, sia primieramente v=ao ed essa di- 
verrà 


*» 

r= — 7- e= c+A = FA. 
c— A 


Di più , si vede che r resterà positivo finche 
1' ang. v avrà un valore minore di quello espresso da 

A B 

c cos v — A =0 , o cos v = — , o tang o = - ; 

C A 

cioè , finché il raggio vettore sarà situato fra FA 
«d FK' parallela al secondo assintoto OH'. 

A ■ • 

Sia v = OFK' , onde cos v = - ; troveremo 

c 


c’ — A* 


r = 


Nella ipotesi stessa , la prima espressione gene- 
rica di r diviene 

^ = c^V = B- , 

■ A+cxA ’ A 

c . 

Per un valore di v maggiore di OFK' , la se- 
conda espressione diviene negativa ; ma , dalla os- 
servazione fatta di sopra , questa seconda espres- 
sione rappresenta non solo la porzione A m S , ma 
ancora la porzione Am'S' del secondo ramo. 

Si raccoglie da tutto ciò ; che il primo ramo 
dell’ iperbole è rappresentato con raggi positivi , 
dalla prima espressione di r , per valori di v po- 
sitivi o negativi , c compresi fra zero ed OFG , o 
fra zero ,ed OFK. . 

Che il secondo ramo è rappresentato anch’ esso 
con raggi positivi dalla seconda espressione di r, 
per valori di v positivi 0 negativi e compresi fra 
zero ed OFG'. 

Non accade dunque per l’ iperbole come per l’el- 
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lissc. In questa , basta la prima espressione di r 
per rappresentare tutti i punti della curva in ruggì 
positivi ; mentre ncil’ iperbole , è indispensabile la 
considerazione di due espressioni. 

23f. Parabola. Ripetendo per questa curva, ri- 
guardo al modo di valutare 1* ang. v , I' osserva- 
zione che fatta abbiamo per 1 iperbole , saremo 
condotti a sostituire nell equazione 7 =a apx (lig, 

i3o) , i valori y =* r sen v , — r cos i». 

Otterremo da tal sostituzione , attesoché 
senV = 1 — cos’o ; 

(1 — cosV)r'+2/» cos v.r — -p' = o , onde 

— pcosv+\J[p'cos’ v+p'(i — cos V)]_/>(— coseni); 

1 — cosV — i— cosV 

dunque r =s = — — - — , ed r = — - — — . 

1 i-t-cose 1 — coso 

La prima espressione è essenzialmente positiva , 
e la seconda negativa ; ciò proviene attesoché , per 
una posizione qualunque MFi» del raggio vettore, 
i due punti M, in sono sempre in opposizione ri- 
guardo al punto F. 

La prima bensì può bastare essa sola a darci 
tutti i punti della curva , facendo variare 1* ang. 
V da o° lino a 4oo°. 

Per i»”o, c cos c * 1 , si trova r 3=:— > =FA; 

v = 1 00 0 , e cos v = 0, risulta r = p = FN; 

v = 900° , cos v ® — 1 , sarà r — » - 

o 

v = 3oo° , cos v =3 o , si ottiene r r-?~ c=FN. 

3 
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222. Per non omniettere cosa alcuna su di tal 
materia, esporremo il mezzo per ottenere le equa- 
zioni polari delle tre curve , direttamente , cioè 
partendo dalle definizioni di queste curve. 

Ellisse. Abbiamo trovato ( § g8 ) che il raggio 

vettore FM, 0 r, ba per espressione A— ^(fig.128), 

rappresentando x la distanza del punto O dal piede 
della perpendicolare MP. ». 1. - • 

Ciò posto , sia x' la distanza FP ; avremo evi- 
dentemente x=c+x‘-, ma il triangolo rettangolo 
FPM ci dà x'=rcosv j d onde t c | /* cos 0. 
Questo Talore venga sostituito nella espressione 

. ex 

, e si otterrà 


A’ — e(c-j-rcoso) A’ 


■ rcos v 


d’onde deducasi 


v - 

**— c* 


or-f-ccosw 


Anche per il raggio F m si ottiene r=x — ;ma 

A \ 

x, 0 Op=c — F p=c — x 1 , edj:'=rcos pFm=rcosv l 
d’ onde/ x =t e — r cos v . 

Dunque ru= a- £^-^)_f , --* , ,+grce Sy 


" * a • 

A — c’ 


e perciò r= _ 

A — ccost»" 

Questa espressione del secondo raggio F/71 si ot- 
tiene indipendentemente dal suo segno atteso che è 
stata ricercata direttamente. Ma riguardando queste 
T. V. ,<) 
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due espressioni collegate fra loro da ima stessa equa- 
xioiie, <b allora che devono essere affette dai loro va- 
lori correlativi. ■ 

Iperbole. Si è veduto ( § io 5 ) che FM , o 


r = ^r-A ( fig. iag ) ; ma la figura ci 
A 


dà 


x o OP*=c— x' ; x'=r cos v j 
d’onde x=c — r cos t», dunque 

c(c — r cos v) e ’ — A* — crcost» 




A 


i e perciò , 


c‘—~ A * 1 
x-\~ c cos v 


ex 

Per il punto m abbiamo Fot o r==_ j* > 

ma x o Op=Ypr— FO=x ’ — c , x'(=rcosv ; e perciò 

, _ «(<•«» ■»-«) , , «de 

— ( c 1 — A’) c 1 — A 1 

r »= ' * — T* 

A — c cos y ccosv — A 

Al secondo raggio compete un’espressione affatto 
identica a quella del n.° 320 ; e così dev’ essere at- 
tesoché questo raggio ora è positivo ed ora nega- 
tivo. 

Parabola. Abbiamo ottenuto ( § 112 ) FM 

o r =s ( fig. i 3 o ) $ ma x o AP=— — x' , 

* •*> • - 

/ 

x'=r cos V > d’ onde as=--*-r eos v; ..dunque 
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rs=cn— r cos v , c perciò , rsr= : , , 

t+ cos v ^ 

In simil guisa si otterrebbe il secondo raggio vet- 
tore» prescindendo però dal suo segno. 

, Delle seiioni coniche simili. - - 


• * 

Benché le proposizioni che sieguono con si asso- 
cino ad alcuna delle precedenti teorie , ciò non ostan- 
te non sono meno importanti a conoscersi. - v , 
sa 3. Due ellissi o due iperbole si dicono simili 
quando hanno i loro assi proporzionali . Cosi, siano 
A e B i semi-assi di una prima ellisse , a e b quel- 
li di una seconda ellisse ; queste due curvo saranno 
simili , se avremo la proporzione 


A:B::a:ò , o A:«::B:£ .... (i). 

li addotta denominazione ha luogo appunto perché 
alle due curve competono allora le stesse proprietà 
delle figure simili di Geometria.- e ciò deve ora da 
noi dimostrarsi. » ; - ■ • >; .. 

Per una maggior semplicità verranno inserite le 
curve l’ una nell’altra ( fig. i3i ) in modo che 
siano concentriche e che i loro assi si confondino. 

Siano dunque due ellissi per le quali OA , Q a , 
rappresentino i semi . assi maggiori, le metà dei mi- 
nori assi saranno determinati dalle parallele AC , 
Ac; cosichè avremo 


0A;0<x::0C:0c , o A:a::B:6. 

Ciò posto; i.° Prendiamo a considerare una qua- 
lunque linea OL guidata dal centro, e chiamiamo 
d i semidiametri OM, Om ; X , Y, le coordi- 
nale del punto M ; ed x , y , quelle del punto m. 

Poiché i tré punti O , m , M , sono in linea ret*, 
la , avremo la proporzione Y;X::/:ar ; 

e ciccome M , m appartengono alle due curve > avremo 
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le equazioni 4^Y*=B’ ( A" — X’ ), a'jr'=6'( a ’ — x’ ); 
* , divise l’una per l’ altra , ed attese le relazioni ( 1 ) , 


Y* :jr' :: A’ — X’ ; a' — x’ ; ma abbiamo già 
Y a :jr’ : :: X* : x* ; dunque 

X* :x’ :: A>_X J : a'—x ' , o a*X’=AV i 

„ X A Y D 
e perciò, — ss=-e=— e= — . . . . (2). 

■ x a y d 


Dunque , le rette MP ed mp , OP ed Op , OM 
ed 0»i , hanno fra loro il rapporto degli assi A $d a 
a 2. 0 Siano altri due punti M', ni , situati sopra 
uba stessa retta OL' ; e , chiamando D' , d' i semi- 


diametri OM' , Om', otterremo similmente 


D': d 1 :: A : a:;D: d ; 

dunque, guidando le corde MM' , mm 1 , vengono 
a formarsi due triangoli simili OMM' , O mm’ , che 

danno MM' : mm 1 :: D ; dii A ; a , 

e di più , le corde MM* , mm’ , sono parallele. 

3.° Figuriamoci adesso inscrìtti alle elissidue poli- 
goni, gli angoli dei quali 6Ìano due a due in dire- 
zione rettilinea con il centro. Per la precedente pro- 
posizione questi poligoni hanno i loro lati paralleli e 
respeUivanieute proporzionali ; sono dunque essi simi- 
li. E perciò i contorni di questi poligoni sono propor- 
zionali ai semiassi delle due ellissi ; e le loro super- 
ilei sono fra loro come i quadrati di questi semiassi. 

Questi due risultati essendo veri , qualunque siasi 
H numero dei lati dei poligoni, ldfcaranno ancora fi- 
no al limite di questi lati. 

E potremo perciò concludere die i contorni E , 
e, delle due Ellissi , hanno fra loiv il rapporto 
dei semi -assi , e che le loro superaci S ed j, han- 
no fra loro il rapporto dei quadrati di questi se- 
miassi i cosichè avremo 
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E:e::A:<j, ed S:s::A’:a\ 

\ % 

Quest’ ultima relazione può ancora dedursi dalla 
espressione trovata al n.° i4j , per la superficie dcl- 
1’ ellisse. Abbiamo infatti 

* S =syr A.B , S=» a.b j onde 


' ... S A B .A a 

a ' b a’" 

t « ' • * * * i , _• 

Deve dirsi lo stesso di due settori dittici corri- 
spondenti ai medesimi diametri. 

4 ° Siano F ,f, i fuochi di due ellissi ) e le ex- 
centri cita t OF , Ó f , vengano indicate con C , c ; 
avremo ,■ , . . . . 


C==K* ( A’-B’ )=AJ^ ( «-~ 

•*’ * * 1 * * • ■ » • ^ . ' 

Dunque, attesa la relazione (i). . , Gr c :: A : «•... (3). 

,5.° Dalle relazioni (a) e (3) risulta cfie , congiun- 
gendo i punti M , m con i punti F , f, vengono a 
formarsi due triangoli simili OMF , Om/; che ci dan- 
no FM : fm :: OF : O A: a ; di più , questi raggi 
vettori sobo paralleli. , r 

Ciò cbe potrebbe ancora conoscersi per mezzo del- 
le equazioni polari delle due ellissi. ■ 

6.° Siano le Ungenti MR , mr\ abbiamo trovato. 
( § i55 ) per le sottotangenti PR, pr, ♦ 

A*— X> ‘ a' — x*. * 

Pii = — —— > pr — — . ». d onde 

X r x . 


PR A 1 — X’ x X’ x X A 



e per le sottonormali PS , ps , 




x onde 
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v 


. K 



PS 

ps ~ 


X 

x 


JV. B. L* espressione 1 



B> 


. X 




t 


non dipendendo che dall* sscissa del punto M, e dal 
rapporto degli assi , ne siegtre che, per tutte le 
ellisi simili, le normali condotte ai punii M, m”, ... 
èbrrìs pondenli alla medesima ascissa Of , inctm 
trano l’ asse maggiore nello stesso ponto S ; . 

•y .* La somiglianza disi triangoli MPR , mpr , 
aventi 'un’ angolo eguale compreso Tra latì’jrt’Opo rite- 
ntili , prova che le tangenti MR , mr, sono paralle- 
le ; dunque ( § i6a ) i due semidiametri coniugati 
dei diametri <M , Om , Sono situati sopra una stessa 
retta ; e , chiamando A' , B' , i semidiametri con- 
jugati della prima ellisse , a' , b' , i corrispondenti 
semidiametri coniugati della seconda , avremo la pro- 
porzione 

a': a 1 B' : b ' A; 

Le conseguenze che risultano dal confrontò di due 
ellissi simili potrebbero moltiplicarsi senza fine ; ma 
basteranno le già sviluppate pfer dimostrare che due 
ellissi di assi proporzionali hanno tutti i loro ele- 
menti omologhi proporzionati ed egualmente in- 
clinali , qualora siano lineari ; o nello stesso rap- 
arlo dei quadrati degli assi , se si tratterà di cle- 
menti di superficie. 

Queste medesime proprietà , applicabili «He iper- 
boli , si dimostrerebbero in un modo affatto analogo. 

Si scorge inoltrò, i.° Che due iperboli simili, 
con gli assi nella stessa direzione , hanno li Stessi 

B b - 

assaltati , poiché — - c — esprimono le tangenti 
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trigonometriche degli angoli che queste rette fanno 
eoo gli assi delie x, 

a.° Che due iperboli equilatere tono sempre «- 

B b ' 

mili, poiché i rapporti — e — sono eguali l’uno 

e l'altro all’ unità. . • \ 

3a4- Due Parabole qualunque sono sempre figure 
simili. 

Infatti , siano sP , a p ( fig. 1 3a ) i parametri di 
due .parabole , che supporremo situate 1’ una sopra 
1’ altra , in modo che coincidano i loro assi F cd f. 

i ,° Prendiamo due ascisse AP , Ap tati , che ab- 
biasi la proporzione . . - } - ' ■ 

AP : Ap :: AF : A f, o X: x II P : p;' 

ed indichiamo con Y , y , le due ordinate corrispon- 
denti. Avremo le equazioni 

Y =aP. X , y=3 p. x ; onde Y* : y* :: PX : px , 

ma , per ipotesi , . v 

X : x :: P: p$ cosichè PX: px :: P 1 : p’ ; dunque 
Y’ : fi :: P’ : p' , o Y : j :: P : p X : x... (r); 

e possiamo perciò conchiudere , che i tre punti A 7 
m ■, M , sono in linea retta ; e di più , che risulta 

AM : Am II X : x :: P : p. 

a.° Unendo i punti F , f, con i punti M , m , 
si formano due triangoli simili , AFM , Afra , aven- 
ti un’ angolo eguale compreso fra lati proporzionali ; 
dunque i wggi vettori FM ,.fm , sono paralleli ; 
ed abbiamo FM|/)n::AF:A/:: P:p. 

3.° Siano altri due punti W , m‘ , posti sopra le 
due curve, come i punti M . m\ otterremo 

AM':Am' ::P:p; ,e perciò AM' ;A m’ ;; AM ; Am. 

Dunque le corde MftP , mm ' , sono parallele e nel 
rapporto P : p. 


Concepiamo ora iscritte agli archi AM,, Am,, due 
porzioni di poligoni , i di cui vertici M ed m , M' 

ed m 1 siano , due a due, in linea retta con 

il piànto A ; queste porzioni di poligoni sono simili , 
perchè hanno 4 loro lati paralleli e respettivamente 
proporzionali. Siegue da ciò che i loro contorni so- 
no nel rapporto P : p , e le loro superfici nel rap- 
porto P* • ■> 

Da questa duplice proposizione che si verifica per 
i limiti di questi due poligoni , avremo egualmente 

are AM :arc\m;:V:p , ed AMP : Amp::V':p\ 

Quest’ ultimo risultato si deduce ancora dall’espres- 
sione ottenuta ( § aoo ) per 1’ area di un segmen- 
to parabolico. 

Abbiamo trovato 

• ’ 3 • ' 1 •-'a - ‘ ■' ' 

AMP = -X. Y , A mp = - x. y; onde 

AMP X.Y 

= : e perciò 

A mp xy 

AMP X X __ X»_P J 

Amp . x x x ’ p'\ . 

e così in seguito. È da ciò che si scorge che gli 
elementi omologhi di due parabole qualunque , se 
saranno lineari, hanno il rapporto dei loro parame- 
tri ; se poi saranno elementi di superfìcie , hanno il 
rapporto dei quadrati di questi stessi parametri. 

i Le ellissi e le iperboli , ottenute dal tagliare 
un cono (y $ ) con una serie di piani paralleli 

tra loro , sono curve simili. 

In fatti dall’ equazione generale delle sezioni co- 
niche ( § ) avendosi 


sen a, 

cos’J./ 3 

a 


( a scn P. x — scn , ovvero 


Digitized by Google 


7 


‘ 1 ' senasen(*-f-a) a sen a sen s 

T' + " " ■ • *’ 

^ COS-i/ 3 flY5**iS 

s 
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cosy 


x= o 


, , sen * sen ( *+£ \ . B* 

se ne deduce * ■ U aa±~.. 

cos’io A* 

a 

secondochè la Corra è un’ ellisse o un* iperbole. 

Ma , fintantoché il piano secante resta parallelo a 
se stesso , l' angolo a -non cangia ; altronde poi fi è 
una quantità c os ta nte , e data a priori. Dunque il 

JJ 

rapporto ~ è anch’ esso costante per tutte queste el- 
lissi « iperboli» * ; 

In quanto alle parabole , i piani che le produco- 
no sono necessariamente parallèli fra loro ,; aio che 
può servire a confermare che due parabole qualun- 
que som sempre simili. -> 


C A P. IV. 


. 4 




Discussione deli’ equazione, generale di seconda 
grado a due variabili. Determinazione decen- 
tro e degli assi. Considerazioni generali sulle 
sezioni coniche. Applicazioni di questi prin- 
cipii. 


$ I.° Discussione deìC equazione di secondo grido 
mediante la separazione delle variabili. 

aa6. In questa paragrafo ci proponiamo di far ve- 
dere come , dalla stessa risoluzione di un' equazione 
di secondo grado a due variabili, cioè a dire colla 
separazione delle variabili <, possa dedursi la natura , 
la forma , ed anche la posizione , riguardo ad assi 
qualunque , della curva rappresentata da questa equa- 
zione. Sarà in seguito che riassumeremo la doppia 
Uniformazione delle coondinale , mediante la quale c 



N 
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sempre possibile ( $ $ 120 , , ia 4 ) di ricou 

durre 1’ equazione all’ una o ali’ altra delle due forme 

= P ; y*— Qx j 

Riprendiamo 1' equazione generale • 


Ay 1 4 - B xy -f Cx' -f- -}-F 

cui può darsi la forma 

B-r+D' C E F 

V — . * 

A 


‘ J * + -^r— r +7*’ + r 


»© . 


(0 > 


(a). 


A A A A 

Dal risolverla rapporto ad y otteniamo 

r=- ( ^t- )± ^^[( B1 -4 A C)x*+a (BD-aAE) 
aA aA x+D*-4AF] 

Ciò posto y siano AX , AY ( fig. 1 33 ) i due ae- 
si ai quali si suppone riferita la curva. Dando ad or 
una serie di vaioli, si otterranno per jr i valori cor» 
rispondenti costruibili , purché siano reali. 

E siccome la quantità sotto il radicale , che ci dà 
il valore di jr , è un trinomio di secondo grado in 
* . il di chi segno dipende principalmente da quello 
del primo termine , perciò convien fare, riguardo al 
coefficiente B’ — 4 AC , le tre ipotesi che sieguono: 


B’— 4AC<o, B’— 4AC = o, B 1 — 4AC>o. 

Prima ipotesi , B 1 — 4^C<o » o negativo 
in questa ipotesi generale , il trinomio di secondo 
grado , eguagliato a zero , può dar luogo a tre casi: 
o le due radici di questa equazione risoluta .sono 
reali ed ineguali ; © sono teali ed eguali’, o final- 
mente sono imaginarie. 

Incominciando dal 1 ,° caso , e indicate con x' , 
x l le due radici , potremo dare al nostro Irimonio 
dai principi stabiliti in algebra la forma 

(B’— 4AC)(x— x')(x— x") . . . (4). 

Risulta ancora per i trinomj dì a. 0 grado che , 
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r r qualunque valore di x compreso fra x 1 ed x" 
queste due lettere rappresentano numeri reali qua- 
lunque positivi o negativi ), i fattori x — x' , ed 
x — x" hanno segni contrai j; dunque il loro prodotto 
(x — x')(x — x") è negativo ; e siccome, per ipotesi 
B a — 4AG è aneli’ esso negativo, ne siegue che 1’ es- 
pressione (4) , o la quantità sotto il radicale del va- 
lore di y , sia positiva ; e perciò quest* ultimo va- 
lore è necessariamente reale. 

Ma , dando ad x valori non compresi fra x' ed 
x" , i fattori x — x' , x — x" hanno lo stesso segno; 
dunque il prodotto (4) è negativo , ed i corrispon- 
denti valori di y sono imaginnrj. 

Concludiamo da tutto ciò che , se AG , All rap 
presentano le radici x' , x" , dal condurre per i 
punti G, H due parallele GG' , HH' all’asse delle 
y, la curva avrà un’infinità di punti fra queste pa- 
rallele ; ma non ne avrà alcuna nè di qua «è al 
di là di esse. Sarà dunque la curva limitata da 
queste rette in senso positivo ed in senso negativo 
delle x. 

Supponiamo adesso che le radici x‘ ed od 1 siano 
reali ed eguali. In questo caso , il trinomio di se- 
condo grado t in x prende la forma 

' 4AC)(*— )’ ; 

che , da qualunque valore di x , diverso da x' , 
vien resa essenzialmente negativa , ed il valore cor- 
rispondente di r diviene per ciò imaginario. 

Ma dal supporre xs=x' , il radicale svanisce , e 


diviene il valore di ys. 


(B.r' + D) 


aA 


'•Dunque , allorquando le radici x ' , x " , sono rea- 
li ed eguali , la curva riducesi ad un sol punto , 


> y=- 


(Bx' + D) 


<r 


2 A 
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Supponiamo finahneist* qneste due radici imagi- 

none. •. •• '• .*• 

Siccome in questo caso al trimonio in », indi- 
cato per brevità con me r’ -f- nx -f- p , può darsi la 
forma 

«[(*+— )’+k’] , o(B»-4A.C)f(*+-^ >*+k*}> 

27 » 3/71 . , 

essendo k 2 essenzialmente positivo , ne siegue che , 
qualunque valore diasi ad x, il segno della quanti- 
tà sotto il radicale del valore di y sia negativo , e 
perciò questo valore di y sia imaginario. Dunque 
la curva è a neh' essa imaginario, cioè l’equazione 
(i) non può rappresentarci cosa alcuna. • 1 

La forma poi caratteristica , che compete alla e- 
quazione (i) nei due casi precedenti , verrà discussa 
fra poco. » . * ■> 

v N. B. Riflettendo al valore generale di^ che non 
racchiude la x che nel numeratore, ed il di cui de' 
nominatore' A non può esser nullo poiché allora 
converrebbe supporre B* — 4^C quantità positiva, ve- 
niamo a scorgere che , quando le due radici x 1 , 
x“ sono reali ed ineguali, ai valori limitati di arde 
vono corrispondere valori limitati di y. E perciò 
resta la curva limitata in tutti i sensi. 

Risolvendo poi 1* equazione ( i ) rapporto ad x , si 
trova un* espressione in y , la di cui quantità sotte 
il radicale è un trinomio di secondo grado io y , 
che ha B 2 -— 4AC per coefficiente di y 1 , coefficiente 
che, latto eguale a zero, dà luogo a due radici, y' 
y" , reali ed eguali, allorquando x' , x" , sono 
aneli’ esse reali ed ineguali ; perchè, ultamente , sa- 
rebbe la curva imaginaria , ovvero si ridurrebbe ad 
un sol punto; ciò che è contro l’ipotesi. Questi va- 
lori y' , y" , essendo costruiti e rappresentati da AK, 
AL , guidando per i punti K ed L due parallele 
KK' , LìJ , all’ asse delle x , vengono ad otfetiersi 
i limiti dulia curva nel scuso delle y ; cosichè la. 
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curva resta racchiusa interamente dal parallelogram 
mo NIRS. 

Seconda ipotesi B* — 4-^C=o. 

Da questa ipotesi la quantità sotto il radicale vien 
ridotta ad una espressione di primo grado in xj e, 
chiamando x' la radice che abbiamo da questo bino- 
mio eguagliato a zero, potrà esso ricevere la forma 

a(BD — aAE) ( x — x‘ ). ; 

Possiamo ancor qui trovarci in tre circostanze : o 
il coefficiente BD — aAE è positivo , o è negativo 

0 è' eguale a zero. 

. Nella prima supposizione, si vede che, 'da qua- 
lunque valore di x maggiore di x', il fattore x — x' , 
e perciò n(BD — aAE) (x—x 1 ) , vien reso positivo ; 
mentre che sarà reso negativo da qualunque valore 
di x<x'. Dunque , se AG ( fig. i33 ) rappresenta 
questo valore di x' , che può altronde essere tanto 
positivo che negativo , guidando dal punto G la GG' 
parallela ad AY , la curva si estenderà indefinita- 
mente a destra di questa parallela , ma non avrà 
alcun punto alla sua sinistra , poiché, se dai valori di 
x eguali ad AG o maggiori di AG Vengono resi reali 

1 corrispondenti valori di jr , si troveranno questi i- 
maginarj per i vaimi di x<AG. 

La conseguenza essendo affatto contraria , nella sup 
posizione che il coefficiente BD — aAE fosse negativo, 
converrebbe dire che la curva si estenderebbe allora 
indejìnitivamente nella direzione delle x negative , 
mentre che verrebbe limitata, nella direzione delle x 
positive , dalla parallela AG. 

Se fosse BD~~aAE = o , e nel tempo stesso 

B’ — 4AC=o , 

si ridurrebbe il valor generale di y ad 
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D-4AF). 


~2À 


( 5 ), 


ad un* equazione di primo grado in se , che allora 
esprime un sistema di due rette parallele ; poiché 
il coefficiente di x è il medesimo nell’ equazione del- 
le due rette. 

Sia D 3 — 4AF = o ud caso particolare dell’ attua 
le supposizione. 1 due valori si riducono al solo 

(Rr+D) • • ' 

jr = — j- — , e la curva ad una sola linea 

T • ■' i 

retta. , • 

Fiualmente , se fosse D’ — 4^F <«, Io due ret- 
te parallele sarebbero imaginarie ; cioè , con altra 
espressione , 1' equazione (5) non rappresenterebbe 
cosa alcuna . , -, 

Terza ipotesi B’ — 4^C >o. 

Qui , come nella prima ipotesi , possono presentarsi, 
tre circostanze principali : o i valori x' , x " , del , 
trinomio di secondo grado -in x , reso eguale a o r 
sono reali ed ineguali , o reali ed eguali , o ima- 
ginarì. 

Nella prima supposizione , potendo questo trinomio 
ricever la fprtna * - « 

(B’-4AC) (*-*') ( (6), 

qualunque valore , di * , compreso fra x‘ ed x" , 
rendendo contrai) i segni dei due {attori x — x , 
x — x" , renderà contrario il loro prodotto , per lo che 
anche il prodotto precedente verrà Feso negativo > e 
perciò il corrispondente valore di y é imaginario. 

Ma da un qualunque valore di x , non compreso fra 
x' ed x" , poiché i fattori x — -x 1 , x — x" , con- 
servano un’ egual segno, avremo dunque il loro pro- 
dotto e perciò anche il prodotto (6) positivo, c risul- 
terà reale il corrispondente valore di j. 
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Sicgue da ciò die, rappresentando sempre GG' . 
Iffl' ie parallele all’ asse delle y , guidate dalle di - 
stanze AG=jc' , AH=x'' , la curva non avrà alcun 
punto fra queste due parallele , ma si estenderà in- 
definitamente a destra ed a sinistra di queste pa- 
rallele.,*^ 

Se le due radici x ' , x" sono reali ed eguali , il 
trinomio in x prende la forma ( B’ — 4^) (j; — x' )' 
ed il valore generale di x si riduce ad 

K(»- 4AC), 


3 A 


equazione che rappresenta un sistema di due linee 
rette che si tagliano ; poiché il coefficiente di ar ò 
per 1* una 

} —B+y (B* — 4 AC) — B~y ( B’— 4AC ) 

lì ’ C aÀ 

por l’altra. 

Quando le radici x 1 , x" sono imaginarie, il tri» 
nomio in x , che può scriversi così 


.. ( B’-4AC ) £ (x+ ~ ) ’+k’ ] , 

resta positivo , qualunque valpre ei dia ad x ; e per- 
ciò i corrispondenti valori di jr sono sempre Teali ; 
e la curva si estende ancora indefinitamente in lut- 
ici sensi. 

Dalla precedente discussione risulta che le curve 
di secondo grado possono essere divise in tre classi 
ben distinte : Curve limitate in tutti i sensi : Cur- 
ve limitate in un sol senso : e Curve illimitate o 
indefinite in tutti i sensi. 

La prima classe comprende , come varietà , un 
punto o una curva imaginaria ; la seconda , , un 
sistema di due rette parallele , una sola retta , o 
due rette imaginarie ; finalmente la terza un siste- 
ma di due rette che si tagliano. 


3 o 4 

Questi risultati corrispondono a quanto si disse 

f$ ia5). * • .1 

. 227, Un caso solo sembra escluso dalla preceden- 
te classificazione ; e questo è quello in cui i qua- 
drati delle variabili non hanno luogo nell'equa- 
zione. Ma , questa prendendo allora la forma 

Bx^-j- D^-f-Ear-l-F = o , 

è evidente che , da qualunque valore di x , verrà 
sempre reso reale quello di y ; ciò che rende la cur- 
va necessariamente illimitata. 

Infatti , la quantità B’— 4AC , riducendosi a B* , 
è essenzialmente positiva ; dunque la curva è della 
terza classe. 

* Sarà in seguito che vedremo in qual situazione 
sono e!» assi riguardo alia curva , in questo caso 
particolare. 

L' equazione se fosse priva del termine in y' , 
potrebbe risolversi rapporto ad x, come fu risoluta 
rapporto ad y , e la discussione sarebbe la stessa. Si 
vede poi che la curva è della terza classe, poiché 
B’ — 4AC si riduce ancora a B’. 

228- Potrà esser’ utile il conoscere la forma che 
caratterizza l’equazione generale (r) allorquando de- 
ve appartenere ad una jrarictà delle tre classi. 

Incominciamo dal prendere in considerazione la 
prima e la terza classe. >, 

Se le due radici x ' ed x" si suppongono reali 
od eguali , il valore di y diviene 

o , togliendo il denominatore e trasportando la par- 
te razionale , 


nA^-f-B-r+D = ± ( x — àc 1 ) ( B ’ — 4 AC) ; 

ovvero , innalzando al quadrato e trasportando tutti 
i termini nel primo membro , 
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( iÀj+Bx-f ì> )*— ( B— 4AC ) ( x— x' )’=o.. (ht). 

Datt* effettuare i calcoli c sostituire ad x> il suo 
Valore, si troverebbe necessariaménte la proposta , 
poiché con queste trasformazioni non si è che ricom- 
posta la nostra equazione-. 

Fissato ciò , se B’ — 4^C ^ negativo , il primo 
‘membro dett’ equazione (M) esprime allora la som- 
ma di due quantità essenzialmente -positive , som- 
ma che non può essere eguale a o , a meno chè 
non sia separatamente 


aAj+Bx+D s=so , x — x' = 05 
'espressioni che ci darebbero 

Bx'+D 

x*=x' , y = — — 



Berciò la curva si riduce ad un pùnto qfcatijo il 
primo membro è la somma di due quantità posi- 
tive , ciascuna delle quali é funzione eli X , y ; è 
reciprocamente. 

Ma , se B’ — 4^C é positiva , il primo membro 
dell* equazione (M) potrà riguardarsi cotfte differen- 
za di due quadrati ,, e perciò decomponibile nèl 
prodotto ài due /allori ài . primo grado tn x ed 
y , cioè : 


aAj+Bjr+D i f ( X-^-X' ) y~ ( B’— 4AG ) , t 


àÀ^-f-Bx-J-D — ( x — x' ) y~ ( B’— 4ÀC ) , 

Ba ! ciascuno de’ quali , fatto separatamente eguale 
* zèro , si otterrà pet luogo geometrico una linea 
rètta. 

Queste due rette si tagliano , perché il coefficiènte 
di x è necessariamente diverso nelle due equazioni. 
Perciò , la ‘curva si riduce ad un sistema di due 
rette che si tagliano , quando il primo membro 
della proposta equazione i la diffitrcqza di due qua- 

t . r . v 20 
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draCi , ciascuno de’ quali è funzione di x , y ; e re- 
ciprocamente. 

Siano adesso x' ed x“ imaginarie, essendo nega- 
tiva la B* — 4AC. Il tnmonio di secondo grado, in 
x , che ci dà il «valore generale di y , divenendo , 
come si è veduto più in allo , 

(B-_4»C) [ (* + A)-+k-], 
ini 

ne sicgue che , con analoghe trasformazioni a quelle 
di sopra , potrà darsi alla proposta la forma 

(lAy-fBar-f-D)»- (B>— 4AC)(*-f-)* — (B>— 4AC)k> = o. 

Ma, per ipotesi, B 1 — è negativa. Dunque l’ad- 
dotta espressione è la somma di tre quadrati es- 
senzialmente positivi , 1* ultimo de* quali è una quan- 
tità del tutto cognita. E perciò , non potendo que- 
sta somma giammai annullarsi per qualunque valo- 
re venga dato ad x ed jr , non potrà esservi curva. 

Dunque la curva è imaginaria allorché il pri- 
mo membro è , la somma di tre quadrati , uno 
de’ quali ò una grandezza affatto nota , e reciproca- 
mente. 

'Passiamo alla a“ classe per la quale abbiamo 
B*— 4AC= o. 


Se si sopporrà che nel tempo stesso sia 
BD — aAE = o , si ridurrà il valore di y ad 

^ = _^±n) ± j_ r(D ,_ 44F)| 


da cui deducesi 

(aAj+Bx+D )■— ( D>— 4AF) s =o . . . . (N) y 

Ciò posto, può accadere che sia 

D J — 4AF>o> , D?-rtjAF — o , D’— 4AF<o. 


\ 
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Nel caso primiero , il primo membro della (N) è 
evidentemente la differenza di due quadrati , e 
può decomporsi nei due fattori di primo grado 

aA.y-f B x-f-D-f- ( D. — 4^F ) , e 

aAjy-j-Bx-f-D ' — V ( D’ — 4aF ), 

ciascuno dei quali , fatto separatamente eguale a o , 
ci darà per luogo geometrico una linea retta. Que - 
sie rette poi sono parallele , perchè il coefficiente 
di x è il medesimo nelle due equazioni. 

Ed è ciò appunto che fissa una differenza fra que- 
sta varietà della seconda -classe e quella che corri- 
sponde alla terza , vale a dire che 1’ ano dei qua- 
drati , dal quale vien composto il primo membro del- 
la (iV), è indipendente dalla x e dalla y. 

Nel caso di D*' — 4AF c= o , la (N) si riduce a 

( a ky -f- Bar -f- D)’^= o ; 

cioè il primo membro della proposta è un quadrato 
perfetto , e non può rappresentare che una retta unica. 

Finalmente , se D* — 4^F è minore di o , il pri- 
mo membro della equazione (N) è la somma di 
due quadrati , uno de’ quali è indipendente e dalla 
x e dalla y , somma che , non potendo mai divenir 
nulla , rende impossibile I* esistenza della curva. 

Anche nel caso del punto abbiamo la somma di 
due quadrati , ma però ciascuno di essi , come fun- 
zione di x ed y , può essere eguale a zero separata- 
mente. 

339 . La seconda classe delle curve presenta aneli’ 
essa, riguardo alla sua equazione , un carattere af- 
fatto particolare e degno di osservazione. 

Li tre primi termini &y % +Hxy dell'equa- 

zione generale possono , attesa la relazione 

B’ — 4AC= e, d 1 onde B = 3 y 
ricever la forma > • 
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k f -f-a j-y A.x^C-f-Cx', omero (yf^ A-t-xp ~c)' ; 


Tale a dire la loro somma costituisce un quadran- 
te perfetto. La proposizione reciproca è egualmente • 
Tera. 

a3o. Fin qui non ci siamo occupati che a classi 
ficaie le curve, prendendo in vista la loro estenzione. 
Faremo ora vedere in qual modo, data un* equazio- 
ne numerica, possa costruirsi la curva cbe le ap- 
partiene. 

Questa è una costruzione che deve ripetersi in 
ciascun esempio particolare, eccettuati però quelli che 
corrispondono alle varietà distinte , per le quali que- 
sta costruzione diviene affatto imitile. 

Ripreso il valore generale di y , , 

y=* i B *±P> ± K~[( B a — 4ACVc a +a(BD— aAg) x 

%X +D--4AF); 

osserveremo che questo è composto di due parti 
distinte , razionale 1’ una e radicale 1’ altra. Indichia- 
chiamo la prima con y , e figuriamoci costruita già 


l'equazione 

f 


r 


(Bx-f-D) 

aA 


clic rappresenta una linea retta , di cui suol fissarsi 
la posizione , facendo successivamente , jc=o , 
e determinando i valori corrispondenti di x e di y. 

Sia BG ( fig. r33 ) questa retta; è evidente che, 
per ottenere i due valori di jr corrispondenti ad uà 
qualunque valore x=AP, conviene, dopo di «ver 
guidata per il punto P una parallela all’ asse delle y t 
che ci dà PQ per ordinata corrispondente delia retta, 
portare nella direzione di questa retta , partendo dai 
punto Q , tanto superiormente che inferiormente , le 
due parti QM , QM' eguali al radicale ; i punti M , 
M' , ottenuti, appartengono alla curva. 

Si vede che , per tal costruzione , la retta BC ha 
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la proprietà di passare in mezzo a tutte le corde 
della curva parallele all asse delle y. Dunque 
( i3i ) questa retta è uno dei diametri della curva. 

Osserveremo adesso die , per la prima e terza clas- 
se , potendo il radicale ricever la forma, 

±4kC(B‘- 4ACX*— * l )(x— x")]. 

aA 

, x 0 si suppongono radici reali ) , eoi supporr® 
xt=x' o x=x” , questo radicale si annulla , e che 
i due valori di y , corrispondenti a ciascuno di que- 
sti valori di x , si riducono all’ ordinata del dia- 
metro. 

Dunque i punti D , E , ove le parallele GG' , 
HI1' incontrano questo diametro , appartengono aneli* 
essi alla curva , che altronde è tangente, in questi 
punti, alle due parallele, poiché ciascuna di esse può 
riguardarsi come' una secante i di cui punti d' in- 
tersecazione si riuniscono in un solo. 

Allorché , nella terza classe , le radici x' , x* , 
sono imaginarie , il radicale non può annullarsi per 
qualunque valore di x , c la curva non incontra il 
diametro. BC ; ma , siccome essa deve avere tutti i 
suoi punti situati simetricame^te riguardo questa ret- 
ta , sopra le parallele all’ asse delle y , convien con- 
cludere che essa è composta di due rami distinti che 
si estendono indefinitamente sopra e sotto il diame- 
tro BC ; e cosi , nell’ ipotesi che x' , x" siano rea- 
li , la curva vien composta da due rami die si es- 
tendono indefinitivameute a destra ed a sinistra delle 
due parallele GG , HH'. 

Riguardo alla seconda classe per cui il radicale si 

riduce a ±— — aAE)(x— - x'] , non csi- 
2 A 

stendo che il valore x = x f atto ad annientare que- 
sto radicale , la curva non incontra il suo diametro 
che nel solo punto D d’ intersecazione di questo dia- 
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metro con la parallela GG' , alla quale la cnrva è 
tangente in D ; ed allora questa curva si estende in- 
defìnitivamente sopra e sotto il diametro , tanto a de- 
stra che a sinistra deità GG' , secondo che il coef- 
ficiente BD — aAE è positivo o negativo. 

Questa costruzione preliminare è comune a tutte 
le curve delle quali abbiamo le particolari equazioni. 

a3i. Possiamo ancora proporci di ottenere altri 
punti rimarcabili ; come sono quelli ove la curva in- 
contra gli assi. 

Se nella Ay^ -\-Bxy -\-Cx’ +Dy Er-f-F = o 

sii farà successivamente y =o , ed x = o , avremo 

Cx*-J-Eo:-fF = o , Aj*+Dj’+F=o; . 

e , considerando la prima di queste due equazioni , 
secondo che i due valori di x saranno reali ed ine- 
guali , reali ed eguali , ovveró imaginarj , la 
curva incontra l’asse delle x in due punti , o in 
un un sol punto , cioè è tangente all’asse delle x, 
o non ha alcun punto comune con quest' asse. Se 
sarà C = o , uno dei valori di x è finito e l’ altro 
è infinito ; il che significa che la curva incontra 1’ 
asse delle x in due punti , l’uno cioè situato inulta 
distanza finita , e 1’ altro in una distanza infinita . 
Quando abbiasi simultaneamente Ct=o, E=o, i 
due punti d’ intersecazione sono situati ambedue in 
distanze infinite. i • • •»* 

Un’ cgual raziocinio ba luogo per 1’ asse delle y. 
Fissati questi priucipj generali , passiamo ad al- 
cune applicazioni. 

Supporremo in queste, per maggior semplicità, 
gli assi rettangolari , benché le costruzioni sarebbe- 
ro analoghe nel caso degli assi obliqui. 

Prima classe. Curve limitate in ogni senso , o 
Ellissi. ■ ■ ■ - 

332. Abbiasi un primo esempio nella equazione 

y* — 2 xy+ fix — 3=o . . . (i), 
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o , ordin andò riguardo ad j , 

y 1 — a( x — i )y = — , onde 

j=x— 1±^(— 3X a +ax+4y . . . ( 2 ). 

Il trinomio sotto il radicale , eguagliato a o, ci dà 

a -Y ' * r , _ ’ i±3 

X —X 2=0 r Cioè Xaz =— ±— y 9 = — I— ; 

- ® . 2 . !, . . ^ I 

onde x=a, Xr 1 1 1; ed il valore dij* si riduce ad 

y = x—x±yX~ 2 {x+ip:^- 3)3... (3>. 

• . • -t- * 1 

■ Esiste dunque- la curva V limitata- bensì dalle rette 
LL’ , MAI' ( fig. #34 ) guidate parallelamente ili* 
asse delle y nelle distanze AG , All , respeltivameu- 
te eguali a — 1 e -f-x. 1 

Costruzione del diametro , y* =>x — 1. 

Per ^‘=*=0 , sf trova x=i* e per x—o y = — 1. 
Dunque questo diametro passa per i punti, C e B , 
per i quali AGcs* ,~AB=> — i. 

I punti I ed 1' ove il diametro incontra le pa- 
rallele LL' MM\ appartengono ancora essi alla cur- 
va che tocca altronde le parallele in questi punti , 

r icbè , per 1’ ascissa di ciascuno di questi punti, 
due ordinate dell» curva si riducono a quella del 
diametro. 

Si supponga successivamente x^=o ; y=o nodi’ e- 
quazione ^i), e questa diverrà 

y+y—3=°, onde.y=— i*y~4 > 0^=1, J=— 3, 


ed 


— 1=0, onde x=~*~ i3- 
r o 3 3 


I due primi punti (x=o , ^=1) ed (x=o * 

=» — 3) si costruiscono facilmente, prendendo , so- 
pra 1 asse delle y , le distanze AD=i , AD* = — 3 
c i punti D , D' , apparterranno alla curva. 

In quanto agli altri due punti 
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(t~° » 3n=z \+\y * 3 ) > 0 ^=° » *■=-'— i3 )* 


convien valutare per approssimazione la, ~\T i3 ; si 
trova V 1 3=3 , 6 mancante meno di un decimo', 
ciò die dà x= i , 8 ed x=s=-r — o , 5.. 

Prendendo dunque sull’ asse delle x due parti t 
AEs=i , 8 , AE'= — o , 5 , avremo E , E* per i 
due nuovi punti della curva. 

E siccome deve questa passare per i sei punti 
D , D' , E, E' , 1 , 1' , ed essere tangente alle due 
parallele LL' , MM' , potremo perciò riguardarla co 
me a bastanza determinata tanto, riguardo alla forma 
che alla posizione. 

Tuttavia, dal risolvere la ( i) riguardo ad x , ot-. 
terremo 

x ± ~V~ (—ay’— + 1 3). 

Sia FF' il nuovo diametro corrispondente ad 


, r+a 

» i 

otterremo i limiti della curva nel senso delle y , 
ponendo — ay*— >~3y-f- 1 3=0 ; cioè 

i i — 1±5, a 

• -~±- Y a nt== - t-z=2 v t e — o,*. 

a a a 


Portando ora sull’ asse delle y due parti AK=a, s 
ed AK"e= — 3 , i ; e poi guidando per i punti K , 
fi" due parallele KK 1 e K M K ,M all asse delle x , 
verranno ad ottenersi i limiti che si richiedono ; i 
punti F , F' , ove queste due parallele incontrano 
jl secondo diametro costruito , sono altronde i duo 
punti di contatto della curva con queste parallele. 
Secondo esempio, y a -^-3xy+3x , — (*)* 
Pa questa equazione si deduce 


Digitized by Google 


> 


3»3 


y CES -r-X±y [( a)]. 


Il diametro passa per 1* origine e fa con 1’ asse 
delle x un'angolo di i5o° ; si otterrà col prendere 
AR=i (fig. x35), e coll’ innalzare una perpendi- 
colare RO= — x , e poi uuire i punti A ed O. 

Siccome xz=o ed ax=a annientano il radicale, 
ce siegue che la curva incontra il suo diametro nel 
punto I corrispondente all’ascissa AG =2. 

Facciamo nella equazione ( i) , y*=ó, e poi ar=o; 

- , 4 

avremo 3ar’ — 4-* = ° » 0B( ^ e x ~° > ' r==5 J L *“ 

Viene indicato da questi due valori di x che In 
curva passa per l’ origine e per il punto E per il 

4 

quale si qttiene AE=- . ' 


Dall’espressione poi y’~ 
viene indicato che 1’ asse 


*==o , d’ onde y*=o } J =*> , 
„ delle y è tnng«®te alia cur- 

va nel punto A ; il che già si sapeva , poiché AY è 
uno dei limiti. ' ■ i ■ 

Pai risolvere Ia(x) riguardo ad x, dedurremo 

-fciì±'i-KK-»(r+V— »))• ’ 


X — 


SiaFF' il diametro corrispondente ad x 

ne dedurremo 2/ — s = o , y = — i±J/~3 , 

cioè y=o , 'j ed y= — a , <j , mancante meno di 
un decimo. 

Dunque se sopra AY si prenderà AK^e=o , 7 , 
AK"= — 2, 7, guidando le parallele KK' , K U K‘ ", 
i punti F, F' , ove queste parallele incontrano il 
secondo diametro , sono nuovi punti della curva ‘ 
la quale viene ad essere bastan temente determinata 
riguardo alla founa e posizione, poiché deve passa- 
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re per i punti A , F , E , I , F' , ed è tangente 
alle quattro rètte A Y , Gl e KK' , K w K"' . 

Terzo esempio, y 1 — ixy+%x % — 3.r-f-2=s o. 

Da questa equazione si ottiene 

II, diametro è una retta , AE ( lìg- i 36 ) che pas- 
sa per l’origine , e fa con i’ asse delle x un’ angolo 
di 5 o° ; i limiti della curva sono due parallele ali’ 
asse delle y, condotte dalle distanze AG=i , 
AH»* ; e la curva è tangente a queste parallele nei 
punti D; E. 

. Le ipotesi y=*=o, ,cd x=o, introdotte nell’ equa- 
zione, danno x' — 3x-|-2=o, y'-j~2z=o: equazioni 
di radici itnaginarie , ciò che prova che la curva 
non incontra gli assi. 

Si potrebbero qui , come ne’ due precedenti esem- 
pi Y determinare i due limiti nel senso delle y \ ma 
cl prevarremo piuttosto di uu altra costruzione ap- 
plicabile a tutte le curve della prima classe, j 

È fondata questa costruzione sulla proprietà (§ 163 ) 
elle ifa la curva , so si formi un parallelogrammo su 
di un sistema di diametri conjugati , di essere tan- 
gentu ai quattro lati di questo parallelogrammo. 

Dopo ciò , poiché DE rappresenta un diametro nel- 
la sua direzione e grandezza , il punto medio O di 
DE. è il centro della .curva. Questo punto ba per 

AT AG+AH . v x'+x" 
ascissa AI o .cioè, — : , rappresentan- 

. . a • a 

do x' ed x" le due radici dell’ equazione 
x’ — 3 jr 4 *at —o , ossia quelle del trimpnio sotto il 
radicale uguagliato a zero ; ma , la proprietà delle 
equazioni di secondo grado ( t.° i ,° pag. 181 ) ci dà 
x'-j-x"s=°= 3 , coefficiente del secondo termine preso 

con segno conUaxio ; ilusquc — "-0 AIs= — ; ciò 


Digitized by Google 


3,5 

che ci si rende ancora evidente da AG=± i ed AII= a. 

Per altra parte , siccome DE divide in -due parti 
eguali tutte le corde parallele ad AY , ne sieguc che 
IO rappresenti in direzione il diametro coniugato di 

3 

DE; dunque, facendo jt=—, nella espressione 

y ( — a ) » il risultato sarà il valore del 
semidiametro ronjugato. 

Da questa intesi abbiamo • - ■ 


V ~ ( — —2) = y~ -ac i. - ■> 

4 a 4 * . 

Perciò , se dal punto N si prenderanno due parli 


ON = -ed ON' sa — -, si otterrà 3 SN'*=s 1 per 

3 _ _ a - i/> : 

diametro conjugato di DE ; ed il parallelogrammo 
LL' M'M , costruito sopra queste due rette , è tale, 
che la curva dev’essere tangente a questi-lati, enei 
loro punti medj D , E , N , 51 ', f . 

Questa costruzione è addattata per darci un’ idea 
assai - distinta delia forma è della estensioni della 
curva. •* ; • . ' i , . -. 4 -, ... . :| 

Nelle figure relative ai due primi csempj abbiamo 
delineato (questo stesso parallelogrammo. 

Nel primo esempio , ove vi si presenta il radicale 

Vi ( — » ( x'—x—i ) ] , , ’ ' . ! 

.*'+**' i 

abbiamo per 1 ’ ascissa de! centro ■ a=-asAK 

3 - 3 ... 

( fig. 134)7 e per il valore corrispondente di ON, 

ON== y(—2X—h~? y a , onde NN' = 3 V\n. 

4 - 2 

Dal secondo esempio , che ba per radicale 
Y C — ( — 2X ) 3 risulta per i’ ascissa del centro 


3«6 

* di, e per il valor» di QN ( fig. i35 ) 

ON = ^~ — aX — i ) = V~ a ; onde NN‘ = a. 

Ci serviamo di tal costruzione per evitare la de- 
terminazione dei due limiti nel senso delle y , e prin- 
cipalmente nel caso in cui la curva non incontra 
gli ossi. 

Del rimanente poi , si otterranno- gli altri punii 
della curva col solo dare de* valori particolari ad x 
è costruire i corrispondenti valori delle y. 

a34- Servano di esercizio gli esempj che sieguono. 

*.® jr'-\- 2 xy+ix % — ay — 5x+x 3 = 0 ; 

la curva è- un’ellisse tangente all’asse delle y che 
forma allora ano dei limiti. 

'* a.* t\y * — 2 xy+x* — 8y-b4- r 'l"4 ==l0 » 
la curva è un' ellisse tangente ai due assi coordinati : 
3.® 4y , -j-2x*-f4y— 4* — 5 = o ; 

, la culrva è un’ ellisse riferita ad nn sistema di assi 
paralleli ai suoi assi principali , poiché manca nel- 
l’ equazione il termina in x y i 

4 " — 3j+sx+ 1 =0 ; 

sebbene questa equazione , discussa con il metodo 
precedente , si trovi appartenere ad una curva rien- 
trante e chiusa , pure dal confrontarla con la forma 
generale dell’equazione del cerchio ( § 47 )» * QO ~ 
noscerà esser quella di un eerchio : 

5.® 4x^+5*’— sy+5 = o ; 

cpA la curva si riduce ad un punto , poiché ( § 228 ) 
1’ equazione può ricever la forma 

(/— a«— i)' +( x — 3 ) a = 0: 

. . / .* . * • t - * • 1 *' . \ - » 
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6 .° y* — sx^-f-ax*— -ax-J-4 — o\ 
t a curva è imaginaria , riducendosì 1’ equazione ad 
(jr* — x)’-J-( x— i )*-J-3e=*o» 


seconda classe. 

Curve illimitate in un sol senso, o Parabole, 


a 35 . Primo esempio : 

J*— + 37—7X— i — 0. . . (*). 

[I tre primi termini j'"— 4xj4-4*’ formano (229) 
un quadrato perfetto (y — sx)’]. 

L' addotta equazione «ducendosi ad 

y' — a( sx — 1 )y= — 4^’+7 ^+ i » 
ci dà, risolvendola, 

y «=ax — i±J^(3x-f2). • 


Facendo y=ax-—i , si trova, per y—o, x=z—, è, 

r 

per xcao.y==i; dunque il diametro vieti rappre- 
sentato dalla retta BC(fig 1 3 ^ ), guidata per i pun- 
ti B , C , per i' quali abbiamo AB== — 1 , AO=-, 

*> 


Siccome l’ipotesi 3x+2=o, d’onde xc»-— 5-, 

o 


annienta il radicale e riduce così le due ordinate del- 
la curva a quella del diametro ; ne siegue che la ret- 


ta GG’ condotta nella distanza ÀGt= — ^ parallela- 

J 

mente all’asse delle x, sia il limite della curva} e 


V - 4 


. J 


clic il punto D , oro questa parallela incontra il dia- 
metro, sia quello ove essa è tangente alla curva che 
deve , partendo da questo punto , estendersi indefi- 
nitamente sopra e sotto il suo diametro nel senso 
delle x positive. 

Facciamo successivamente nella equazione (i); 
yz=zo ed xs=o; e ne risulterà 


4 x’ — 7 x — 1=0 , ed — 1=0. 

La seconda , che è la più semplice , ci dà 
jr=—i±y a ; 


ora , avendosi nella figura AB=— -i , basta eviden- 
temente di portare sopra AY t partendo dal punto 
B , due distanze BK, BR' » eguali alla a o BII , 
( supponendo AH=aAC=i ) ; ed i punti K , K' ap- 
partengono alla curva. 

In quanto alla prima , si trova 


x- 


j±y~65 

8 


i5 

T' 



per approssimazione. 


* . ‘ h I 

Prendendo dunque AI=i-f-L, ed AI' = — -, si ot* 


tengono I,, I' per due nuovi punti della curva , che 
si trova a bastanza determinata riguardo alla forma 
e posizione) poiché passa per i cinque punti K, 1 > 
D , K' , 1 , ed inoltre dev’ esser tangente alla GG . 

Niente però c’impedisce di ottenere altri nuovi 
puutt della curva , dando ad x valori prlicolari, e 
costruendo i corrispondenti valori delle y. 

Può costruirsi egualmente il limite nel senso del- 
P asse delle y , risolvendo l’oquazione rapporto ad x. 


Secondo esempio : y’ — xxy+x' — ^y-\-x-jr^—o. 

T 

Abbiamo da questa equazione y==x^{- u±y^ 3 x. 

Il diametro passa per i puuti B, C, (fig- *38), 
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per i quali abbiamo ABj= 2 . AC =— 2 , e fà con 
1 asse delle x un’angolo dì 5o°. 

Di nià, siccome l’ ipolesi di a*=o annienta il 
radicale, ne sieguc che l’asse delle y sia il ]j m ; 
te della curva, e sia ad essa tangente nel punto B. 
tao che c j si rende ancor manifesto facendo nella equa- 
zione x~ o ; si trova in fatti * 

y’— 47+4 = 0 , O ( 7—3 y = o; onde 
7 = 2 > 7 = 2 . 

Suppongasi y~o , nella stessa equazione , ed avremo 

*'+ x +\ = 0 , 

le di cui radici sono evidentemente ima Binarie ■ il 
che prova che la curva non incontra l’asse delle .r. 

ottenere dei nuovi punti , facciamo x=xAP= t • 
e ne riso Itera r= 3 ±r3 ; dunque, se porteremo so! 

E OM O Py ’ #**&>■■ 2* i )uut0 Q. due distan- 

M * Qm !L Uail alla „^ 3 0 7- li due punti 

ai , m , apparterranno alla curva. 

Sia ancora x=3 ; ed avremo 7=5±K'o=t5±3 

» e T°; i PrCSa AP ' = 3 » e portate sopra P'Q', «ai-w 
tendo dal punto Q' , due distanze Q'M\ Q'm' eguali 

reslZ^T: SL M ’’ W * E 18 

sr *ìéts. si- 

'!'" a dl , se si conoscesse il 

£3™ 5tro , sp . e ‘ ,aDte « questo sistema, la curva po- 
trebbe costruirsi con il processo del n.° 310 . P 

Ura ’ ^Ppresentando questo parametro con ap’ , 
avremo essendo MQ e BQ le coordinate 

ora UT 10 , M . riferite ° 'l nesto sistcma ; ma aLhiamo 
ora tiovato che , per Ap^,, MQ=I^3 ; ed altron- 
de , il tnangolo rettangolo BHQ ci dà ‘ 90 



f. 
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fili o ap= bq. cos Qfitì , 
ovvero , siccome dalla tang QBH=i si hà 

t 


cos QBH = 


y-('-r') v~*' Aì> BQ V V 


r * 

e perciò BQ^sAP.J''' 3=V™ a; onde Analmente 

spW-JLJVn. 

r a a 

Questa stessa osserva tione è applicabile a tutte lé 

curve della seconda classe. k •. . 

23;. Proponiamo per esercizio 1 scgdenti eseitapj t 

1.® — fy + 9 —° 5 

la curva ò una parabola che ha per limite l’ asse del- 
le /, e che si estende indefiuitamente nel senso del- 
le a: negative : 

a.o y_3/+&e— a==o ; 

la curva % dna parabola riferita ad un sistema di as- 
si paralleli ai suoi due assi principati. , c si estende 
indefinitamente nel senso delle x negative: 

3 .? f+6xj+&c'<-*Y~& x — l5 =°i 

la curva si riduce ad un sistema di due rette paral- 
lele , perché l’equazione può ( § a 28 ) essere cos 
trasformata 

(^4-3j:+3) (j+3j>-5) = òì 

4.0 j>_4^ r +4x’+3/— 4^+4 *** 0 > 
avremo qui un sistema di due rette imaginane, n- 
ducendosi 1’ equazione ad 

( y — aar-piy-f-S—d : 

• 5.8 y'~-*xj+x'+ G/ — 6x+ 9 1 
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li luogo è una rotta unica , cangiandosi 1* equa- 
zione in (y — .r+ 3 )’ s= o. 

r TERZA CLASSE. 

Curve indefinite in tutti i densi , o Iperboli. 

a 38 . Primo esempio : 

J'+2Xy—3Jc'—4y~x+io = o . . . 

Da questa equazione abbiamo y e= 

(^ J? **—6)110, decomponendo il trinomio in or, 

y — — *+a±V[ 3 (* 1 -i)(;r— a)}. 

Sia BC ( fig. r 3 g ) il diametro corrispondente 
ad r c=_a:+3. Le parallele CC' , GG' all'asse 
delle y , condotte dalle distanze AC = 2 , AQ sa 
— 1 sono tangenti alla curva nei punti C ed F ; 
di più , sono tali che non comprendono dentro di 
loro alcun punto della curva la quale si estende 
indefinitamente a destra ed a sinistra di queste 
due parallele. Facendo nella equazione (1) p=so, 
poi x =0, si trova 


~t~x— io ss 0 ed y'~~ 4y~h ( 0 — 0. 
Dalla prima si deduce 



ciò che prova che la curva incontra 1* asse delle 
x nei punti C e D per i quali AC = 3, AD — 


Dalla seconda risultano valori imaginari; e per- 
ciò la curva non incontra 1' asse delle y. 

Potrebbero ottenersi nuovi punti , dando parli-; 
colari valori ad x ; ma il riflesso clic siegue ci 
sommimstra un' espediente i>er determinare con pre- 
l . K. 2 1 


cisione la forma e le dimensioni della curva* il 
radicale del valore di y riducesi a \/3.V( x ’— • 2 )- 
Ma , estraendo la radice quadrata da ** — x — i) y 

si trova ( t.° i.° § 97 ) I* r * due P rimi ter mi " 
n j x 7 , c, per i termini successivi, espres- 

sioni frazionarie con numeratori costanti e con 
denominatori costituiti dalle successive poterne a\ 
* ... Se l’ unione di queste espressioni 

K K* 

verrà rappresentata da — |- -«+•••» potremo 
dare al valore generate di y la forma 

. .. JT——X+2 ; * )* 

Ciò posto , si scorge che , a misura che aumen- 
ta x , la quantità £+-. +- • • - diminuisce; co- 

oc oc 


sichè. questa somma , dal supporre x maggiore di 
qualunque quantità date , diviene minore di qual- 
sia assegnata grandezza. Dunque, poneudo 

y" ss x~h 2~1~V3 (jr— a ) » 

epuazione che rappresenta il sistema di due linee 
rette , poiché /' ed x vi entrano al pruno grado, 
dovremo riguardare questo sistema come quello di 
due assinloti della curva. In fatti , si e ora ve- 
duto che la differenza /-/" , fra le ordinate della 
curva c quelle delle due rette, diminuisce senza fine 
e può divenir cosi piccola quanto si vuole. 1 ..tremo 
costruire un tal sistema , facendo successivamente 
y = o ed x = o , nella sua equazione ; ma osser- 
veremo piuttosto che dalla addotta equazio n c , 
confrontata con quella del diametro y 1 ss — x+a , 
rilevasi che le ordinate dei due assintoti divengo- 
no eguali a quella - del diametro qualora si taccia 
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I * *' t w * 

•r — 7 = 0, cioè ar = 7; dunque esse incontrano 
il diametro in uno stesso punto O , che si ottiene 
prendendo Una distanza AN = 7 , ed innalzando 

dal pynto N una parallela all* asse delle y. 

Per fissare completamente la posizione di questi 
assintoti , non altro più occorre che la costruzio- 
ne degli angoli che essi, formano con 1’ asse delle 
X. Ora , i coefficienti di oc , nella loro equazione,' 
essendo — P 6r il primo e r — \r3 per il 

secondo , se , dopo di aver condotta per il punto^ 
O una parallela ad AX , ’e dopo di aver preso , 
sopra questa retta , 0R= i , innalzeremo dal pun- 
to IV una perpendicolare , è porteremo sopra di 
questa perpendicolare , partendo dal punto I (ove' 
RI*àsOJi =£ i) , due distanze 1S , IS' cquali a 
V3 , ne risulterà evidentemente ■ . 

RS = — i+V3 e$ RS' ss — i* — » 


dunque le due rette GS ed OS' , ovvero LI»' , 
KK' sono gli assintoti richiesti. ' '** » . - . t 
Dovendo poi passare lu curva per i punti E , 
D , C , ed esser tangente alle rette GG' , CC' ; 
sarà perciò la sua forma e la sua posizione deter- 
minata a bastanza. 

'Secondo 'esempio. ■> 1 , < ■ . 

. i* < v ■ • . y * 

, y 3xy 3x* 2y+r]X — I SS O. 

Da questa equazióne risulta 

y = ar+i±.V(4<*'’— -&P-H)- , 


■ J * v* 


Sia CB ( fig. ufo’) fi diametro s= ,r+i. Dal 
risolvere 1’ equazione %x’— 5 x +2 == o , si otten- 
gono due valori imagìfiarj ; perciò la curva non 
incontra CB , ma si estende indefinitamente sopra 
e solto di qUesto diametro. 

Le ipotesi , y = 0 ed x — o, introdotte nella 
equazione , danno altronde luogo alle 


Digìtized by Google 


3.r‘ — 7-r+i = o , ' y* — ay — 1 = o ; 

V 

d' onde si deduce , 

* ° •* = I ± 3 V 3 7 = ^ ed 5 , 

per approssimazione ; a.° j—i ~i~\/a. 

Prendendo dunque sopra 1* asse delle a: AD 7 ~ 

a g , AD = g ; e sopra F asse delle y , BE sa V a » 

BF=* — V a > ^ onde AJE — *+V a > cd AF =i — Va, 

otterremo quattro punti D' , D , B, F, per i 
quali deve passare la curva. 

Determineremo adesso gli assintoti. La radiee 


5 K K' 

quadrata di /\x‘ — Sx+'a essendo ax — - "i"— *t“ ~ 

™ OC oc 

+ • • • > avretoo, per il sistema dei due assinto' 
ti , 1' equazione 

y" = x •+• i Ì(jx — j ). 

Queste rette si tagliano sopra il diametro 
y’ =x+i , nel punto per il quale si ottiene 

a* — = o , d' onde x ■= g . 

5 _ - 

Sia A N = g ; guidando dal punto N una pa- 


rallela ad AY, il punto O, ove questa parallela 
taglia CB , sarà il punto comune agli assintoti cd 
al diametro. * - ’ • 

I Aie coefficienti della .r, nella loro equazione, 
essenSo* altronde i-j-a o 3 , ed i — a, o — i , se pren- 
deremo OR parallela ad ÀX ed eguale ad i , ed 
innalzeremo dal punto R le due rette RS , RS' 
parallele ad AY e respettivamcntc eguali a 3 ed 
a — i , le rette OS , OS' , ovvero LL , KK' sono 
i ricercati assintoti ; c la curva che deve già pas- 
sare por i punti D' , D , E , F , diviene di una 
beile costruzione almeno approssimativamente. 
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a39- La considerazione degli assintoti essendo 
importantissima nella discussione delle curve di 
terza classe , indicheremo perciò la maniera di de- 
terminarle per mezzo dell' equazione generale. 

Abbiamo trovato ( § aa6 ) per il valore gene- 
rale di jr 

(Bx-fD) 1 , 

7 = ^-^±-YV[(D'-4AC>:'-fa(BD- fi AE) 

*+D;_ 4À“F]. 

Siccome B’ — 4AC vien supposto qui positivo , 
niente osta di poter estrarre la radice quadr ata dal 
trinomio sotto il radicale ; la quale sarà 


xV{B’-4AC)+ 


BD— aAE K K| 

y{ B’ — 4 AC) x^~x’ 
cosicbè 1' equazione del sistema dei due assintoti sala 

, , _ (Bx-+D) ^( B-4AC X aAE — BD 

7 aA aA B 1 — 4AC 

Dal confrontare questo risultato con 1* equazione 

del diametro 


/ (Bx-fD) 

7 aA 1 


si scorge che gli assintoti si tagliano sopra qne sto 
diametro in un punto per il qufle risulta 


aAE— BD 
B’— 4AC 


— o ; d’ onde x = 


, aAE— BD 


B a — 4AC 


Per ottenere l'ordinata di questo stesso punto , 
basta sostituire ad- X il valore ora trovalo , nella 
equazione del diametro ; ed avremo y a riduzione 

effettuata , y' — ~~ EE 
7 B -4AC • 

Queste due coordinate non sono che quelle del 
centro della curva. 

fissata in tal guisa la posizione del punto d'in- 
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contro dei due assintoti , di altro non si tratta che 
di condurre per questo punto due rette «cipe» fac- 
ciano con F asse delle x degli angoli che abbiano 
per tangenti ■-> •« - •. .4. 

. = r« ±Vg Hi g ) , a’ = 

agevole costruzione, come si è veduto nei prece- 
denti esempj. 

340. i.* Osservazione. Dal moltiplicare fra loro 
le 1 due espressioni di a ed a' risulta . « 

‘ 4 AC* C 

aa — — v d onde si scorge che, se suppor- 
4 A A 


remo Cs= — A , la relazione diviene aa’=s — rt ; 
condizione di perpendicolarità di due rette. 

Percié, allorché i due coefficienti di x‘ e<Ljt ’ 
sono eguali e con segno contrario , nella equa- 
zione generale , i due assintoti sono perpendicola- 
ri fra loro ,' ossfa F iperbole è equilatera. 

Reciprocamente, se l'iperbole è equilatera, a- 

C 

vremo aa’ = — 1; d’onde— =—1, e C = — A ; 


risultato concorde con quanto è stato già detto 

( § * 2 7> V . . • 

Dobbiamo bensì osservare che queste conseguen- 
te sono soltanto esatte finche la curva resta rife- 
rita in origine ad assi rettangolari. Giacché , nel 
caso di assi obliqui, la relazione G=:-rAnon in- 
clude in alcun modo la perpendicolarità degli ag- 
s in tuli , come possiamo esserne convinti dagli e- 
sempj particolari. . * 

34 * • Osservazione. Supponiamo che uno dei 
quadrati delie variabili manchi nella equazione 
generale , per esempio il termine in x* ; avremo 
allora C 0 , ed i valori di a , a ' si ridurranno 

‘ t \ . • fJL • 
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ii -*><■ ViW.f'f k*W J 

ad a — o , 1 '**-> ,*••■ m ./. ,i ■ <■ 

* t l ' . • r » r, > 

U primo mnltato dimostra che, in questo caso, 
uno degli assintoti è parallelo . all’at$e delle x ; 
c i* altro die 1 assiatoto ià con quest' asse un an- 

‘ • B 

goto che ha per tangente-*- «y. * 

tv * . , ** e 

* *- * * . ' ■ - • . ' e : « - -*i 

al contrario , ‘A se «e, nel qual caso resta 
priva T equazione del termine in y' ; è allora che 

aUÙMO. « B » , «t Srfrn«i,.v. , v naut ^ 

o ' o 

Questo secondo risultato indico ancora che uno 
degli assintoti è parallelo all’ asse delle y } ma per 
interpretare 11' primo , conviene sottoporlo ad una 
trasformazione. Abbiamo .... 

B+V(B*-4ACv 

a ~ x—~-~ r |W. . 

’t * ■' K #• '*■ 1 f . » r ') % ^ i* As 

• B+V(B*— 4AC)][— B— V(B*— 4AC)3 r 

7À[— B-V(B’MAC)] ' " * >v 

o, effettuando L calcoli * ridnceaido , ì * 

* ' *• • f a C' 1 a- ». • ; 

. 

Se faremo adesso Apo , questa espressione si 

B’ 

Ma se fosse simultaneamente A = o, C = o, le 

due espressioni diverrebbero a — o, a’ =■ •; 

o. 

il che prova che i due assintoti sarebbero pirrtd- 
feli, ai due assi ( ved. § 227 ). 


ridurrà ad a — — — T 


• > 
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Le conseguenze , che sono 1' oggetto di questa 
osservazione , sono vere , qualunque sia 1’ angolo 
degli assi ; bensì a ed a' non rappresentano più le 
tangenti trigonmctriche , ma i rapporti del seno. 

a4a- Daremo line alla discnssione delle òurve 
della terza classe con un’ esempio ove 1’ equazione 
resta priva dei due quadrati in jr‘ ed x * , perchè, 
in questo caso , si ricorre ad un particolare arti- 
ficio per fissare la posizione dei due assintoti. 

Sia xy — ay+x — i == o ( fig. 1 4 1 ) l’equazione 
proposta ( supporremo qui la curva riferita ad assi 


qualunque ) ; ne dedurremo 



e f ef- 


Y * »* ' 

fettuando la divisione y = — i — — . 

x — a 

. V r , > . • 

Questo valore di y è composto di due parti , 
1’ una costante ''ed eguale a — i , e 1* altra che va- 
ria e diminuisce sempre più a misura che x au- 
menta ; cosichè , quando x diviene maggiore di 
qualunque grandezza data , la seconda paite divie- 
ne aneli’ essa minoro di qualunque quantità asse- 
gnata. 

Ed è perciò che 1’ equazione y = ' — t appartie- 
ne ad una retta cui si approssima continuamente 
e quanto si vuò la curva senza poterla mai rag- 
giungere. Dunque r =-*- i è 1’ equazione di un 
assintoto , che è allora rappresentato da una retta 
11 H' condotta parallelamente all' asse delie X ad 
una distanza AC = — j. 

Dal risolvere i' equazione rapporto ad x , troviamo 

_ *y+r t • t 

•* = — ; — , o , dividendo , x == a — ; 

y+ i . . ./+« 

c , con un ragionamento analogo al precedente, si 
proverebbe che l' equazione è quella di un 

secondo assiutoto che , perciò , vici* rappresentato 
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da una retta L3L 1 , guidata parallelamente all’asse 
delle y , ad una distanza AB = a. 

Sia ora , nella proposta , y = o , poi x = o , 
avremo ‘ • . 

> 4 . t ‘ ' , I 

x — i=sp , cioè x =i ; e — ay— 1= o , onde y = — 

Prendendo dunque sopra AX ed AY due distan- 
1 * _ ’ , ■ 
ze AD = i , AG = — “ , otterremo D e G per 

due dei punti della curva. 

Così potrebbero determinarsi altri punti , dando 
ad x valori particolari , e costruendo i valori cor- 
rispondenti di r ; ma possiamo ancora prevalerci 
del metodo del n® 197. Per esempio , coll’ unire 
il punto D con il punto O ove i due assintoti si 
tagliano, e col prendere OD' =OD , avremo il 
punto D' spettante alla curva. Guidando ancora la 
retta DE , e prendendo l'E =s ID ; il punto E ap- 
parterrà alla curva. & oosì hi seguito. 

* 43 . Ecco altri esempj relativi alla terza classe 
delle curve. ' 

1 .® y* — 4- r y+ 2a! '4 , 6y — 9X+ 3 = o ; equazione 
di un' iperbole che non incontra d suo diametro-. 

a.® V* — fay+'tx +3 =0'; equazione di un’iper- 
bole che ha un’ assintoto parallelo all’ asse delle x 

( *ed. § >4* )• ' * 

3 .® y* — ixy — a = 0 ; 1 ’ iperbole è riferita al suo 
centro come origine ; ed uno degli assintoti è pa- 
rallelo all’ asse delle x. 

4 ° y’ — x'-\-x — 0. Se gli assi sono rettangola- • 
ri , 1’ iperbole è equilatera , e vien riferita ad assi 
paralleli ai suoi asti principali. 

5 . ° a xy — ,r-f-i= o ; iperbole riferita ad assi pa- 
ralleli agli assintoti. 

6. ® y' — ixy-\-ay~\~^x — 8 = o : La curva ridu- 

cesi ad nn sistema di due rette che si tagliano ; 
perchè si può ( § 228 ) trasformar 1’ equazione ili 
quest’ altra : y— *)(y— 2X«M>= 0. 


\ 
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af4- H metodo di discussione ora adopralo può 

anche applicarsi alle equazioni di un grado supe- 
riore al secondo , purché possa effettuarsi la se- 
parazione delle variabili. 

Ci limiteremo ad una sola applicazione , clic 
basterà per mostrarci come dovrebbe agirsi in tutti 
i casi consimili. 

Sia 1 equazione j - ’ — x’y+ayx — x 3 +aj-f- 2 X=o. .( i ) 
clic , sebbene del terzo grado , può risolversi ri- 
guardo ad y , e dedursene 

r = — - — i-VC^+4) -(»)•* 


Rappresentiamo la prima parte dì questo valore 
di y con y <( fig. i4* ') , e costruiamo prima il 

luogo geometrico y' - 

li.. • 3 t» 

Questa equazione ridueesi ad x * — ax — ay' — a 
«= o , e dà x et r + V (ay ,- f~3) ; d’ onde si scor- 
ge che il luogo geometrico è una parabola che. lia 
per diametro , o piuttosto per asse principale , la 
rotta EE' , condotta parallelamente iati’ asse delle 
y , nella distanza AP = i ; il limite poi di questa 
curva è la DE guidata .parallelamente ad AX per 
il punto D , per il quale abbiamo 

*y- i-3 = o i °.y' - — 1 = AD. / 

Dal fare^' = o, troviamo ‘r * * 

x = ì ÌV3 > o x = AQ , ed x — AQ'. 

Sia puranche x s=s o ; il valore di y' si riduce ad 


onde la c urva passa ancora per il punto B , per 
cui AB t= — t . 


La parabola corrispondente ad y' = 


x — 2X—2 
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è determinata <a Bastanza e può rappresentarsi dal- 
la curva RQEQ'it'. <.. » . , j. 

Ora questa parabola deve essere riguardata come 
un diametro della curva cercata. ; * t.-f?-; •> , . 

Infatti,,, per un qualunque valore di x , AP' , 
dopo di aver costruita la corrispondente ordinata 
P'B' della parabola, partendo dal punto B' »? coa- 
vien portare», sopra e sotto di- questa cerva , una 

| 

parte eguale al valore del radicale" \Z(x 4 -{-4). Si 

vede dunque che la linea RQEQ'R' passa in mez* 
zo a tutte le corde della cuirva cercata che sono 
parallele all’asse delle y. Dunque questa linea 
( § »3i ) è un diametro., * . — * c-*,, 

Osservando adesso che il radicale V( x< +4) r l" 


k k 


ducesi ad x’ + 1 — -•+• . k , vediamo che -al- 


" k k* ' '' 1 

— w • ) *» 


X x 

V espressione (a) può darsi la forma 

x ’ — sx — a 

7 = — 

. a 3 ' x — x ’ 

e siccome,, a misura che aumenta x , la somma 

. . . . k k' • . 

dei termini — -} — diminuisce * somme 

• * * 


ebe può divenir minore di qualunque assegnata 
grandezza , nc siegue che la curva cercata debba 
avere per assintoti il sistema delle linee rappre- 

sentate dall equazione r — — *- 1 — -T— . 

, a —a 


Questa equazione , considerata successivamente 
con il segno superiore c con il segno inferiore , 

diviene j" — jr’— x— i , ed y" = — x— i . 

* * ' # • • . • , » 

La seconda di queste due è quella di una retta 
LL* che passa por i due punti B , B" , per i 
quali AB *= — i cd AB" = — 
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Iu quanto alla prima, se ac deduce 

* = r± V(4/"+5), 

e , costruendola , se ne ottiene nna nuova parabola 

$1$', che ha per asse principale II' ( o xz=~£) f 

per vertice il punto I , che ottiensi facendo 

4/" +5 = o ; d' onde y" s=s — £ = AC. 

Deve qui notarsi che i due assintoti LL' , SIS' 
hanno il punto B comune e si toccano in questo 
punto , perchè la parte non comune della loro e- 

OC* 

quazione essendo — , dal fare x ss o , ne risulta 
y" rrs — I . 

Questo stesso punto appartiene anche , come si 
è veduto , al diametro parabolico IIB'EBR'. 

Altro non ci resta che di determinare alcuni 
punti della curva cercata. 

Facciasi in prima y s= o , nella equazione ( i ) ; 

avremo — a^+ax = o , o x(x’ — a) = o ; onde 
x = o , x ;*= +Va , x = — V 3 » 

perciò la curva passa per 1* origine A , e per * 
punti G, G 1 , dai quali abbiamo AG = Va, AG' 

= — V*- 

Facciasi ancora y = o ; troveremo 


-, ‘ S+*r = 0 » onde * = 0 > 7 = ~ c 

dunque la curva passa pcr.il nuovo punto li pre- 
so sull’asse delle y, ad una distanza AH = — a. 
i Facciamo poi x*=r , nella (a) , od avremo 

>= — “lirV* ; 

ciò che ci dà i nuovi punti E" , E"', dai quali 
abbiamo 

APs=ijPE=— I .EE"^ - V5. , 
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Supponiamo infine x = a « AP' ; e troveremo 
J=— » ± ? V*> s 

La costruzione di questi due punti ci dà anco- 
ra i punti K e K' per due punti della curva. 

Il luogo geometrico cercato dovendo passare per 
i punti K , G , E" , A , poi K' , E'" , II , G , 
ed avendo per assintoti la parabola SIS' e la retta 
LL' , è necessariamente rappresentato dalle due 
linee indefinite K G E" A T'... , G' il N' E'" K'... 
' N. B. Dal combinare 1’ equazione della curva 
con P equazione y =; — x — a ebe è quella di una 
retta HH' parallela all’ assintoto LL' e guidata 
dalla distanza All = — 2 si trova , per risultato 
di questa combinazione, x a = o ed y — — 1 ; che 
ci fa conoscere essere la retta 1111' tangente alla 
curva nel punto H. E ciò serve a giustificare la 
forma che in questo punto data abbiamo al ramo 
di curva G'LLK'. 

Così trovar potremmo che l 4 equazione 

x') -\- 2 xy—x a -\-y=. 0 

! 

rappresenta una curva . come DEAD' (fig. t 43), 
che passa per 1’ origine , che è tangente in que- 
sto punto ali asse delle X , e che ha per assintoti 
le rette x = —1 ed/n, 

Chi fosse bramoso di estendere le sue cognizio- 
ni sopra la discussione delle curve di un grado su- 
periore al secondo , potrà consultare P opera di 
cba m er , che ha per titolo: Introduzione all' ana- 
lisi delle linee curve. 

$ II. Determinazione del centro e degli assi } 

mediante la trasformazione delle coordinate. 

245 . Abbiamo veduto ( §$ 120 , ... ) che può 
sempre una data equazione di secondo grado a due 
variabili essere ridotta ad una delle forme + 
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Nar’+P, y’=^Qx , mediante due trasformazioni di 

coordinate ; cioè , con un cangiamento di direzio- 
ni di assi , e poi con una traslazione di origine. 
Riprenderemo questa ricerca con nuovi dettagli , 
invertendo però l'ordine delle due trasformazioni, 
perchè il metodo del n.° iao ha 1’ inconveniente 
d introdurre le quantità irrazionali nei coefficienti 
di x c di y. 

Essendo 1’ equazione delle curve di 2 .° gr. 

Ay'+B.ry+Cx’+Dy+Ex-fi 7 = o . . . (i) , 

sostituiremo ad x ed y le forinole x = y — 

y+b y c ci proporremo ,di determinare a , b , in 
modo da fare scomparire i termini di primo grado 
in x ed in y. Da questa sostituzione otterremo 

Ay’+Bxy+Ca?’+(2Aò+Brt+D)y+(2Ca+B6+E Ve 
+A6’+Baì-(-Ca > -fDÌ-f-ka-ft’ == o . . (a). 

E siccome questa equazione non racchiude -pii» 
i termini lineari in x ed in y-y perciò avremo 

2 Aò+Bn+D = o , aCn+Bò-l-E e= o . . , (3). 

ed allora l’equazione si riduco a quest' altra 

A/+B.rj+Cx*+F' = o (4). 

I tre primi coefficienti À, B , C sono quei stes- 
si della proposta. 

In quanto ad F' , abbiamo F' 5= Aò’-HBwé+Ca’ 
+Dò+Ea+F ; ma questa ^espressione può simpli- 
ficarsi ^addizionando fra loro le equazioni (3) dopo 
di aver moltiplicato la prima per b A e la seconda 
per a. In fatti, troveremo così 

^Aò’+aBaM'aGa’+Di+Ea = o , 
d’ onde deduegsi Aò’+Baò+Ca’ = _ ( D ^+ Ert ) r 

‘ 3 


l 
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c perciò, F' = F+^±^ . (5). 

A questa forma ridurremo in seguito il valore 
di F<. 


Le equazioni (3) danno poi per a , b 
aAE — BD , _ aCD— BE ’ 
a ~ B*— 4AG ’ “ B” — 4AG ’ * 



valori da potersi sostituire in F' , se non fosse i- 
nutile. 

Osserveremo adeesso che 1* equazione (4) , re- 
stando la stessa col cangiare x ed y in — xe — y , 
è tale che , se x' , y' rappresentino le coordinate 
di un punto qualunque M ( fig. 1 44 ) della cur- 
va riferita al nuovo sistema OX' , OY' , nel qual 
Caso quest* equazione è sodisfatta da x' , y ' , essa 
lo sarà pur anche da — x' f — y'. Ma è evidente 
che i due punti ( x ' , y*) , ( — x' , — -y') sono in 
linea retta con la nuova origine 0, ed alla stessa 
distanza da questo punto. 

E perciò il punto O ha la proprietà di dividere 
in due parti eguali tutte le corde della curva chè 
bassa per questo punto ; dunque ( § roo ) la 
\>uova origine è il centro della curva. 

I valori in fatti di a e di b sono quei stessi 
già ottenuti ( § 23c| ) per le coordinate del centro. 

Concluderemo da ciò che l’equazione A^’H-B.rj-f- 
Cx'+F' = oè la forma caratteristica delle equa- 
zioni di tutte le curve di secondo grado aventi un 
centro , allorché vi si suppone trasportata 1’ ori- 
gine delle coordinate. 

E , sicccome 1* ipotesi B* *— 4AC 3= o rende le 
espressioni (6) infinite , ne siegue che la parabola 
non ha centro , ovvero che il suo centro è situa- 
to all' infinito. O , con altra espressione , non pos- 
sono per la parabola eliminarsi insieme i due ter- 
mini lineari in x ed in y. 
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M. B. Se con questa prima trasformazione di 
coordinate si troverà F' = o , il clic riduce 1’ e* 

quazione ad = o , 

potremo concludere che la curva si riduce al juo 
centro , o ad un sistema di due rette che passano 
per il centro. 

In fatti , da questa equazione abbiamo . 

B x 


^“ 3 A X± ^ V(B - 4AC > ; 


ove si vede che , dall’ esserere B’ — 4^C<o ovve- 
ro > o , l’equazione sarà verificata dall’ unico si- 
stema (j = o, x=o), ossia che rappresenterà 
un sistema dì due rette che passano per l’ origine* 
Osserveremo ancora che tutte le conseguenze 
precedenti sono vere , qualunque siasi 1* inclinazio- 
ne degli assi. 

a46. Supponiamo che la curva sia un’ ellisse o 
un’ iperbole , nel qual caso è sempre possibile la 
precedente trasformazione , e vediamo adesso come 
possa eliminarsi il termine in xy dalla equazio- 
ne (4)- 

Questo calcolo fu già effettuato ( § 120) sull'e-4 
quazione generale. Sostituiremo nella (4) le for / 
mole ( § 90 ) f 

x = x cos x—y sen a , y — x sen a + y cos a , 

per mezzo delle quali si passa da un sistema ret- 
tangolare ad un'altro sistema rettangolare, e faremo 

a( A — C )scn a cos a+ B(cos’ a — seu’a)=o . . . (7) 

poi M = A cos’ x — B sen a cos a + Csen’ a , 

N = A sen’ a + il sen a cos « + C cos’ a , 

_ Dfc+Eci v 

P = — F' = — • ( F + — — — ) ; 

2 

cd allora 1’ equazione (4) trovasi ridotta alla forma 
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' Mj*4-Nx* = P. 

Ma rèsta ancora a determinarsi !’ angolo « ed i 
Valori tortìspóndenti ai coefficienti M ed N. E 
perciò d altro non si tratta che di riassumere i « 

calcoli del n.° 126. 

Dedurremo prima dall* equazione (7) 

tang a* ** — — g » onde 

A— C — B 

cos 2*- y[(A — C)*+B’] ’ sen 3 “ V[( A ~C) 

Per altra parte , dall' aggiugnere e sottrarre suc- 
cessivamente i valori di M e di N , otterremo 

M+N = A-j-C , M— N == (A— C)cos2* — Bsena* , 

éilde , sostituendo i valori di cos 2*, sen,ja, avremo 

i * 

M + N = A + C, 

M -*'= V [( A-C)-+B-]. j 

Dunque finalmente 

M = — +5VKA-É)- + B']ì 

N * V[(A — C )*+B’]. 

2 2 

Ma , prima di applicare a deeli esempj le for- 
mole precedenti , deve farsi un' osservazione sul 
modo di farne uso. 

1/ angolo Sa , essendo dato dalla formola tang 

3a ss — ... ^ t p acuto o ottuso , secondo che que- 

A — 0 

sta tangente è positiva 0 negativa ; ma , in am- 
T. V. aa 


* 
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bedue i, casi , il suo seno è positivo. Ora abbia- 


mo trovato sen 2 <* = — 


— B 

V[(a— cy-Hlr 

— B 


ovvero 


sen 2«_ jh\f[(A— Cj’-fB’] * 


atteso il doppio segno da cui deve sempre essere 
alletto un radicale ; e , ad oggetto che questa es- 
pressione resti positiva , bisogna che il radicale 
venga preso con il segno -{- se B ò negativo , e 
al contrario con il segno — , quando sia B positivo. 

I valori dunque di M cd N divengono 

(A+C) ± ; Vt(A— C)*+B*] ; 


N = : (A+C)+ : V [(A — C)*+B’] ; 

corrispondendo i segni superiori alla B negativa 
ed i segni inferiori alla B positiva. 

a47- Ciò posto , ecco il quadro delle formolo 
delle quali dovrà farsi uso per qualunque partico- 
lare equazione che rappresenti un’ellisse o un i- 
perbole , volendosi riferire la curva al suo centro 
ed ai suoi assi. 

Equazione proposta , 

Aj-'+Bxj-l-C.r’+Dy-f EjH-F = o. 

i.° Eliminazione dei termini generali mediante 
una traslazione di origine , 

sAE— BD . aCD — BE _ , Dò+En 

° = ’ 4 = b^4Xc • F ; ■= F+ ^“ ' 

Equazione risultante, ky !> -\-1^xy-\-Cx'-\-V , =z o. 
s.° Eliminazione del termine in xjr , mediante 
un cangiamento di direzione di assi > 

B 

tang aa =5 — - — - , 


I 
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(A+G)± ; VC(A— C)*+B*] ) 

^ =1 (A+C )^_ - V[(A — ^ 

Equazione risultante , Mj’+Nx’ = P. 

Applicazioni a diversi esempj . 

*° /— a.rj+ 3x‘+2 r _4r~3 ; 

Questo è il primo esempio discusso ( \ a3a ^ ner 
separare le variabili. Avremo ' ' ** 

A = i,.B — — 2,C =a -f3, D -x a, E — — 4,F *= -3 ; 

cosichè , dalle formole del quadro che precede > 

otterremo a=s= - % b - z - .d P'_ ® 

Abbiasi AC =e ? , CO = — j ; OX' , OY' (fig. 

*44) rappresentano i nuovi assi rapporto ai auali 
1 equazione ha la forma * 

y—i x, + z X '-l -o. 

Troveremo poi 

tang iz = , ,M = 2 +Va, N«a— V* , p = - 

( siccome e. qui B negativo , perciò si è preso il 
segno superiore nelle espressioni di M ed N ). 

Guidata per il punto O una retta OB che for- 
mi con OX un’ angolo che abbia — i per tangen- 
te , divideremo l’angolo BOX' in due farti 'cfua- 
1* ; e le due rette OX» , OY" saranno i nuovi 
assi , rapporto ai quali l’equazione resta finalmente 
ridotta alla forma 

<a+VaV-F(a-V*)*- = J. 

Per confrontare questa equazione coll’ altra 

Ay-fB**' =. A’B’ , n 
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e per dedurne i valori dei sem'i-assi A, e B , con- 
terrà ( § io3 ) moltiplicarla pet 

j 9 9 

MN ’ 0 a(a+VaX a “~V 3 ) 

ed otterremo 

~r 7 + 4 •* 

d’onde deducesi 

A =" V( 3 +V a >* B =aV( 3 — V 2 )- 

O , calcolando questi valori approssimativi di 0* 

i , A s= -a ■, 7 e B ss i * i . 

Conosciuti questi semiassi , potremo facilmente 
costruire la curva la di cui posizione , rapporto 
agli assi primitivi , deve esser simile a quella già 
indicata dalla fig. 1 34 » che corrisponde allo stesso 
esempio ( § 33 i )• 

a.° y'-\-ixy— ax* — 4 J — x-\-io = o ; 

questo c il primo esempio della terza classe (§258)* 
Essendo qui B positivo , converrà prendere i se- 
gui inferiori nelle espressioni di M e di N. 
Avremo 

A=m, B=a, C— — 2, D=< — 4, E= — i, F=io; onde 
a — , 6=7, F' = ^,edj*+24r y-ax’+ j =- 0 , 

si trova poi / 

— i— V i3, n _ — i+yi3 


tang 2* = — j- , M — 


c P = — “ » ciò che ci dà per ultima trasformata 


(V'3-h) y.3- 

a 7 - a 


-I , 37 * 

— X = — A , 0 
4 
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Vi3-f-i , V'3— t 


*■= 2 . 


Questa equazione rappresenta ad evidenza un’ i- 

5 erbole riferita al suo asse non-ircisverso come asse 
elle x ; e ciò infatti viene indicato dalla figura 
i3g che corrisponde allo stesso esempio trattato al 
a-° a38 mediante la separazione delle variabili. 

Per confrontarla con la B >’ — A’x’ q=j A*B’(§aio, 

si dee moltiplicarla con , o ~ ; avremo 


a43 


|-(Vi3+i) > r*— |(V«3 -i)j:*p= —, e perciò 


B* 


== 


| (Vt3+>) =?= 5 » »8 , onde B s , a ; 


A’ ss ^(Vta— i) tss 3 , g3 , onde A — i , 7 . 

Lasciamo all' esercizio de’ studenti. 1’ applicare le 
forinole precedenti ai, diversi esempj della prima e 
della terza classe , che sono stati trattati colla se- 
parazione delle variabili.^ 

348 . Non può seguirsi lo stesso andamento , nel 
caso della parabola , poiché per a, b ottengonsi 
valori infiniti. Non si presenta altro espediente che 
quello di far prima svanire il termine in xj , il 
che , come si è veduto ( § iu6 ) , fa prima sva- 
nire uno dei quadrati , e poi il termine in y e la 
quantità tutta nota , ovvero il termine in x 1 e la 

Q uantità tutta cognita , secondo che il coelliciento 
i x' o dr jr* si trova eguale a o. 

Determiniamo le forinole relative a questa dop- 
pia trasformazione di coordinate. 

La relazione B’ — 4AC = 0 , e B’ = 4AC 5 riduco 
1* espressione iV[(A— 1 C)’+B’] all’ altra • 

±V(A’-raAC+C’+4AC)>> ±(A+.C) ; 
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dunque i valori di tang a« , scn a* , cos ox , M> 
N , divengono 


B 



A— C 


,C 0824 — 


A- C — B 


M=r (A+C)± -1(A+C),N - i(A+e)+ -;(A+C) ; 


cioè 4M s= A+C , N s= o , o M — o , N = A+C , 

secondo che B è negativo o positivo ; poiché l'os- 
servazione del a.° a/{6 > relativa al segno dtd sea 
aa , è applicabile al caso che noi consideriamo ; 
e siccome A+C è essenzialmente positivo nella pa- 


rabola 


se si vorrà che sen a a , o 


— B 

±(A+C) 


sia 


sempre positivo, bisogna che À+C sia affetto dal 
sogno superiore, quando B è negativo; e dal segno 
inferiore , quando B è positivo. 

Abbia/no altronde trovato ( § 119), per<i coef- 
ficienti di x e di y nell’ equazione trasformata , 

Jt = 1 ) cos « — E sen * , S = D sen a + E cos a. , 


espressioni che, a cagione di 

, ,i+cosa<* ‘ , 1— cosa?, 

cos * = V ( ) , sen « = V ( -) , 


si riducono , quando B è negativo , ad 

- 'DVÀ^-EVC DVC+EVA 

V(A + C) ’ S -'V(A+C f ’ 

c , quando B è positivo , ad 

R , _ p V c — E VA s , _ pyA+E yc 
y(A+C) ’ iV(A+Q) 

Questa prima trasformazione riduce l’equazione ad 
Mr’+R/+Si+F é=5 0 , o N**+R>+S'x+ F = o. 
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Supponendola ridotta «ila priiha forma , biso- 
gna , per eliminare il termine in y e la quantità 
tutta nota , sostituire jr+a , y-\- <b in luogo di x , 
y ; che se pongasi 

aMfrfR = o , MA’+R^+Sn-fF = o , cioè 


h R 

b ~~M' a 


— M&‘— R&--F R’— 4 MFt ‘ 

3 tT 4 MS~ 


otticnsi per ultima trasformata , M^*+Sx= o. 

Se , al contrario * 1’ equazione fosse Nx’+R'/+ 
S'x = o , si troverebbe 

. »= »*•+*>=»• 

a {9, Ecco lo specchio delle forinole per le ap- 
plicazioni: - ' 

_ O T, .. B _ 


i*° B negativo : tang 1* \ 


A-C 


, M=A+C, 


Tv=^ p_dva-evg e dvc+eva, 

* “ VCA+C) » a ~."V(A+C) » 

M y‘ ~h Ry + Sx+ F = o. 

R R*— 4 MF , , S 

aM *' a — 4 MS~" Cd 7 M X ‘ 

B 

a.° B positivo : tang 31=:-^ — — ,M= o,N=A-f-C, 

P'_ D V C — ÈVA c , DVA+EVC 
V(A+C) » • * VCA-rc) ’ 

N x’ + R' r + S' x + F = 0 

„ = _!! t _Ì^- 4 NF . 

aN ’ * ^KB7~ ‘ ‘ * N r* 

Primo esempio : 
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y'— 4 Jf, j+4^ , +ay— 7 -f— 1 =?= 0 '. 

( Essendo B negativo , deve addottarsi il primo 
sistema di forinole ). Avremo " 

A=i, B=>—4,G=4, D=»a, E=— <j, F= — i , 

4 ifi 3 . 

ont|e tang 2 <*=— rj ,M=5,N=e,R:=y\/5,S= — J \5. 

Sopra Ax ( fig. i^5 ) prendiamo prima AC=r, 
e dal punto C innalziamo la perpendicolare C D 
4 . . ’ 

e= — i ; guidiamo poi DAB , e dividiamo V augo- 

lo BAX in due parti eguali { le rette AX' , AY‘, 
sono i due {issi rapporto ai quali 1 * equazione di- 
i*6 3 . . 

viene \/5.y — x — i =s o, ed otticnsi 

8 * 356 

* — — 7ì\J5 = —o,4, ed a— — • ' 3 «V 5 =— * » 7: 

Prenderemo AE == — 2,7 ed EA' = — o,4- 
Le rette A'X", A'Y" parallele ad AX' , AY' , 
passando per il punto A' , sono i nuovi assi rap- 
porto ai quali l’ equazione è infide ridotta a\|a 

forma • jr' = \/5. x. 

3 

Dunque il parametro « eguale a — s y5 = o,3; 

e la curva , costruita con questi dati , si trova iir 
lina situazione simile a quella della figuia io5 re- 
lativa al n.° 235 , ove lo stesso esempio è trattar 
to colla separazione delle variabili. 

Secondo esempio : 

r* + a X r + x’—6jr + 9 = 0 , 

( Essendo B positivo , ci prevarremo di questo 
secondo sistema ). Abbiamo 

A=i , B=r +2 , C=i , D- t- 3 , E=o, F= 9 ; onde 

t 

tangaa»^ — ^=«0 ,M=o,N=o,R.'=- 3V 3 »S ,C 3 -3V 3 i 
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ed ottiensi per la prima trasformata , 

. . 2x‘~ 3V5»--*+9 = °- 

i Troveremo poi 

a = 7 V* » *«1 Va» ed x*=> 7 Va/- 

La costruzione della curva , mediante questi ri- 
sultaci , può verificarsi facilmente colla separazio- 
ne delle variabili. 

a5o. Nelle applicazioni che precedono , non sì 
è fatta paiola delle diverse varietà , perchè la ri- 
soluzionè immediata dall’ equazione lo fa facilmen- 
te emergere ; ed ogni trasformazione di coordinate 
si rende inutile per la loro costruzione. Tuttavia, 
non sarà fuor di proposito 1’ arrestarci alcun poco 
sui casi particolari di un sistema di due rette pa- 
cai le le. 

Abbiamo veduto ( £ aa6 ) che questa varietà 
c caratterizzata dalle due condizioni 

B’ — 4ÀC s= o , BD — aAE = o . , . (i). 

■Ciò posto, dalla prima abbiamo B «= + 2 VAXVC» 

cioè B => — a\/AxVC , se B è negativo , 
e B=-fayAxyC, se B è positivo. 

Ammettendo la prima ipotesi , sostituiremo a B 
il suo valor nella BD — aAE=oj ed avremo 

•^aVAXVCxD—(VA)*xE=o,ondeDVC+EVA==o‘ 


Ma ( § *49 ) 


_ Dyc+pr'A 

V% A+C) » 


■dunque , nel caso particolare di cui si tratta , e 
|ier B negativo , avremo unitamente N = o, cd &=o. 
Se , al contrario , fosse B positivo , si troverebbe 


+3 V Axy CxD — o-V' AXV AXE = o; onde 
D y C— E^A = o. 
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E perciò si otterrebbe nel -tempo stesso Mso 
ed R' =o, cioè la prima trasformazione si ridurreb- 
be ad =±o , o Nar*-fS'x+F= o. (Ve- 

dasi su di ciò il § a 54 ) 

Le forinole della seconda trasformazione (§ 2.J9) 

ci danno , nel oaso stesso , h 5= 5 . > a 

aM 

v ' 1 

S' . 

ovvero , a ss — — , so = oq ; come dev’ essere : 

poiché lo scopo di questa trasformazione si è di 
riferire la curva al suo vertice , che allora trovasi 
situato ad una distanza infinita , sopra lo linea 
guidala adeguai distanza dalle due rette parallele. 
Tuttavia , dopo di aver determinata , mediante 

' B « 

1’ equazione taug a* = — j ^ , la posizione degli 

assi AX' , AY' ( fig. 146 )» rapporto ai quali l’e- 
quazione ha , per esempio, la forma ' “ 

' M/+R r +F = o* 

possiamo proporci di fare svanire il termine in y. 
Basterà, per ciò, di fare y^jr+b-, c di cguagiia- 
re a o il coefficiente di y nella risultante equazione. 

Da tal sostituzione otterremo b = ^ , cd 

M/* -j- — = o , d’ onde deduccsi 

4ML % * 


R, 


Sopra AY' prendiamo ÀD= — , e guidiamo 

t jaM 

per il punto D la retta DE parallela ad AX'. 
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Poi , partendo dal punto D , portiamo due parti 
DB, DB', eguali ai valori <11 y , e conduciamo 
le PC, B'C' parallele a DE, o AX' ; questa rette 
altro non saranno che le due parallele richieste c 
riferite al sistema degli asffi DY' , DX". Ma si 
scorge che se , per un puntò A' preso ad arbitrio 
sopra DE , si guidi A'Y" parallela a DY' , potrà 
prendersi egualmente A'X" , A'Y" per nuovo si- 
stema fl assi , rapporto ai qudli P equazione ha'anr- 

cora la forma y — — 4^^). 


Ma osserveremo di piò che, nel caso in propo- 
sito, il sistema delle due arhlottate trasformazioni 
( c 2^6 ) può ancora esservi applicato. 

Primieramente, prevMcncfoci delle formolo del 


n. 9 242 , a 


aAE-^BD , __ aCD EE 
~B*- 4 AC ’ ~ B 3 — 4AC ’ 


o 

troveremo per a, b , due valori della formai ; il 


che è evidente riguardo ad a , attese le due equa- 
zioni di condizione, cioè B* — 4A-G = o, B D — 
a AE = o; che se moltiplicheremo la prima perD 
c la seconda per B. , c sottrarremo 1 una dall’ al- 
tra, otterremo B’D— 4ACD— B’D+ 4 ABE = o, 
d'onde — aCD-j-BE ■ — o; il che prova che anche b 
ha la forma- . J 


Questi risultati sono conformi alla natura del 
luogò geometrico ; poiché , sia A' ( lig. t 46 ) un 
punto preso ad arbitrio sulla retta DE guidata 
ad egual distanza dalle due parallele BC , B'C' ; 
giudiamo per A' una qualunque retta GG', ed avre- 
mo sempre A'G'=A'G^ qualunque sfasi la dire- 
zione di questa retta e la posizione del punto A' 
N sopra DE. Dunque ogni punto della DE può 
( § joo ) riguardarsi come un centro. 


348 ' 

Da questi stessi risultati vie a e indicato (t. i° p, 
ai 1) che le due equazioni di condizione che hanno 
servito per determinare a e b riduconsi l’una all al- 
tra ; e , volendo fissare la posizione di uno dei pun- 
ti che può prendersi per centro , o per nuova ori- 
gine Y convicn dare ad a , per es. , un valore ar- 
bitrario, e determinare, mediante l'equazione di 
unica condizione, il corrispondente valore di b. Ot- 
tiensi pur anche un nuovo sisteipn di assi paralleli 
ai primi , e rapporto ai quali 1* equazione vien ri- 
dotta alla forma Ay’+Éxy-J-dr’-J-F' = o. 

Facendo poi svanire il termine in xy colle for- 
inole del n.° 343 , scorgeremo che dalla elimina- 
zione di questo termine viene anche a svanire il 
termine in x' o in jr‘ , secondoebe B è negativo 
o positivo. 

Serva di esempio 1’ equazione 

J 2 — 3X/-j-x’+2y 3X — 3 =»o 

formata dalla moltiplicazione dei due fattori 
• X— t, ed jr~x+3 ( § 338 )• 

Primo sistema di trasformazioni , mediante le 
formule ( § »49 )♦ Si trova prima , taug a «=+ 

- , M=3 , N<=o , R=a V 3 » * ed ottiensi , 

O 

per prima trasformata, ay'+aVa. y — 3 s= o. 

I due nuovi assi AX' , AY' ( fig. i4G ) fanno 
con AX gli angoli di 5o.° e 1 5o.° 

Facciamo poi in, questa trasformata j*=y-\-b , e 
determiniamo b in modo che scomparisca il tonni- 
ne in y\ otterremo 4^+ 3 V 3=3 ° » onde — 7V 2 » 

e ij ' — 4 =o, o 3. 

Sopra AY' prendiamo una distanza =*— 7 y 3 ; 
e > partendo dal punto D , portiamo due distanze 
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1 )B , DB' eguali alla V^\ e poi guidiamo le DE, 
BC , B'C' parallele ad AX'. Le rette BC , B'C' 
saranno le rette richieste e riferite ad Un nuovo 
sistema di assi , uno de' quali A’X” ha una de- 
terminata posizione , ch’altro A'Y" ha una posi- 
zione arbitraria. 

Secondo sistema di trasformazioni dedotto dalle 
forinole dei §§ a 45 e s46. 

Nella equazione y’ — axy-\-x'+ìy — ax — 3 = o , 
facendo prima y — y ■f“ b , x = jp-f-a , ed cgua- 
gliando a o i coefficienti di f e di ■*; vengono ad 
ottenersi le equazioni 

ab — 211+2 = 0, »— s+sa^-ai = 9 , > 

che riduconsi ambedue alla 6~a+ 1 = o. 

Supponiamo , per esempio , a = a , risultan- 
do èc=i, otterremo per valore di F' , 

F' = b'—aab^a'+ab — a a — 3 = — 4 » 

e per prima trasformata , y* — axy-f-x’ — o* 

Le due rette A'X' , A'Y' ( fig. >47 ) condotte 
parallelamente ad AX , AY , per il plinto A' , dal 
quale abbiamo a = a , b =» i , rappresenteranno il 
secondo sistema di assi. 

Otterremo poi tang a« = + ■)-, M = a , N = o, 

il che ci dà per ultima trasformata , ay % — 4 ==> o , 
ovvero y = + y " a , come sopra. 

Il terzo sistema di assi è A'X” i A'Y”. 
a 5 i. Per non ommettere cosa alcuna sulle ap- 
plicazioni delle forinole della trasformazione delle 
coordinate all’ equazione di secondo grado , indi- 
cheremo la maniera per passare dall’ equazione di 
un’ iperbole riferita ad assi rettangolari , qualun- 
que siansi, all’equazione di questa curva riferita 
ai suoi assintoti. 1 

Per giugnervi , supporremo prima che la curva 
sia ( § 245 ) riferita al suo centi o come origine ; 
cosi che la sua equazione riducasi alla forma 
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, “ Ay , +B ir +* , +f , *=o . . . (à). 

Ciò posto , ad oggetto che il nuovo sistema di 
assi sia quello dei due assinloti , bisogna (§192) 
che l' equazione non racchiuda che il rettangolo 
delle variabili ed una quantità tutta nota. 

Dovremo dunque sostituire nella (1) le formolo 

a- = -cosjc+jcosa 1 , y c= asena-j-yseua' , 

[ mediante le quali ( § 89 ) si passa da un si- 
stema rettangolare ad un obliquo ] , e poi deter- 
minare a. -, ai' in modo che scompariscono i ter- 
mini in r* ed in x*. 

Effettuando tal sostituzione ed eguagliando a o 
i coefficienti di y‘ e di ■»* , si trovano i risaltati 
uhc sicguouo : . . , 

A sen* a' 4* B sen a* cos a' -j- C cos 1 ±'=zO . . ( si), 
A sen* a! + B sen a cos a + C cos* a = 0 . . ( 3 ) , 
K=2Asenascna'4-B(seuacos*'4-sena'cosa) 
4»2Ccos*cosa' . . . ( 4 ) ; 

onde otterremo la trasformata Ka^+F' =» o. 

Dividendo i due membri della ( 3 ) per cos* a , 
determineremo 1' angolo « , ottenendosi 

B C 

tàng a = -lang a 4. - = 0 . . . ( 5 ) , 

d’ onde si deduce langa-j V(B* — </ÀC). 

In tal modo otterremo, in apparenza, due va- 
lori per la tang a. In fatti, osservando che la (2) 
è un composto io a? come la ( 3 ) è -un composto 
in a , conosceremo che la risoluzione della (3) de- 
ve darci i valori stessi della ( 3 ) ; cosichè conclu- 
deremo che, se il primo dei due valori rappresen- 
ta qui sopra quello di tang a, dovrà il secondo 

esprimer quello di tao-' a', e reciprocamente. 
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Avremo dunque , per esempio 
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i ’■ ■ 


tang « = 


— B~f V ( I V — 4AC) 
aA 


tang 


_ — c— V ( b*—4ac ) 

“ aA 


Vq i-kj iti» ir* 


valori identici con quelli già ottenuti u.° a3(}. 

Altro non ci resta clic di determinare il valore 
corrispondente al codliciente &. l’ex ciò daremo 
alla (4) la forma 

K=cos«cos*'[2Atanga:tanga'-fB(tang*-f-langa')+2C], 

\ 

Osservando poi, che 

cos &. cos a! s=s — «■» r . — 

V [(i+tangja) (i+tang’a') 

•c che le note proprietà della (3) ci danno 

•B C 

tang a. tang «' = — — , tang a. tang a'z=~; 

ne dedurremo 

tang a+lang a. — - — atangatang * = ^ • 

A -."A. 

Questi diversi valori, sostituiti nella espressione 
di K , ci danno , a riduzione effettuata , 


K = 


4AC — B* 


V t B’ + CA — C )*]• 

Dunque lilialmente sarà 1’ equazione trasformata 

w_ F, V[B a + ( , A— C) J ] 

B’ — 4 AG 

Le formole , per effettuare la doppia trasforma- 
zione , sono 

o aAE — BD , aCD — BE „ , Dò+Ea 

*■ • '’-'+nr- 


\ * 




V 
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3 ** 


3.* lang 

B 2 A 


, — B— V'B' — 4 AC) 

Z '-' — - ■■■■ 


,anKa ’ a a 4 ’ K ~ vfb*+( a — 

Serva di esempio 1’ equazione già" discussa ( 247 ) 
j'+xi :y — 2 x' — 4/— ' ‘X+to = <f‘ 

Avremo prima per a,' b, F' * 


B*— 4AC 




1 , 3 

*=-, F=-ì=05 


a* 4 1 • 

ciò che ci dà per prima trasformata 

37 

7 '*+a *7 — ax a -t — oì 
Otterremo poi 

tang *= — i*f*V3 » tang * ,=:= — 1 — 


K=- 


13 


K»3 

1 Sarà la 3.* trasformala xf s± i3; 

Questo risultato è di facile verificaziotie ; poiché, 
rappresentando A e B i semiassi di nu’ iperbole , 
avremo ( § igz ) 

^r= A — wa ( S 247 ) 

A*=fr(«3-.), B‘=|r(*3 + .)i 


dunque 


A’+B* 9 


iti 


X«3- 
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$ III. Delerminatiotte di una sezione conica in 

sequela di alcune condizioni. Proprietà comuni 

alle tre curve. 

25 a. Si possono, come per la linea retta e per ri 
torchio ( § 17 , e 60 ), rintracciare le seiioai co- 
niche che soddisfino a certe date condizioni ; e , 
in questo caso , i coefficienti delle loro equazioni 
devono riguardarsi come costanti indeterminate i 
di cui valori dipendono dalie condizioni imposte al - 
la retta. 

Riprendendo adesso l' equazione generale delle cur- 
ve di secondo gr .9 , e dividendo tutti i suoi termi- 
ni per il coefficiente di y* , la ridurremo alla forma 

y*-\-axy'-%-bx‘à?cy-\-d +èc =0 . . . (ì). 

E siccome questa, nuova equazione non racchinde 
che cinque coefficienti , a , b , c , d , e , ne sie 
gue che si può, in generale , fare addempire cinque 
Condizioni differenti alla curva ; condizioni che , es- 
presse analiticamente , serviranno a determinare le 
quantità a , b , c , d * e. 

Siaci proposto , per esempio , di far passare una 
sezione conica per cinque punti. 

Denominiamo { x f , jr 1 ) , ( x" , y* ) , ( x" 1 , 
jr‘" ) , ( x 1T , y' T ) , ( x v , ) le coordinate di 

questi punti. Sostituendo successivamente nella (1) 
ciascuno dei cinque sistemi , si otterranno altrettan- 
te equazioni di primo grado in a , b , c , d , le 
quali, essendo risolute, ci daranno i valori di quei 
coefficienti , e sostituendoli nella ( 1 ) , si otterrà 
quello della sezione conica individualmente richie- 
sto. Questa curva sarà poi un'ellisse , uu' iperbole o 
una parabola, secondo che avremo fra i coefficienti 
( § 226 ) 1 , a , b , dei tre primi termini , 

o* — 4Ko , a' — 45 >o, a' — 4^= == °* 

T. V. a 3 
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Può accadere che la curva si riduca ad una tlel 
le varietà. Incombe al calcolo il far emergere tutte 
Queste circostanze. 

Osserveremo ancora che , se la curva cercata do- 
vrà essere una parabola , basteranno quattro punti 
per determinarla ; avendosi già fra i coefficienti del 
1 ’ equazione la relazione particolare 

à * — 45e=o. 

Thttavia , siccome questa equazione è di secondo 
grado , mentre che le altre sono di primo grado , 
si dovranno in generale ottenere due parabole j 
per risposta al quesito, 

a53. In luogo di assegnare cinque punti della 
curva, possono supporsi di posizione cognita alcune 
rette cui la curva vien sottoposta ad esser tan- 
gente. 

Se , per esempio , si vnò che la curva sia tan- 
9 gente ad una retta jr*=>mx+n , essendo rn ed n 
quantità note , basta combinare questa equazione 
colla (i), e, dopo di aver formata un’equazione 
di 2 .» gr.° in x , eguagliare ( § % 64 , 67 ) fra 
loro le due radici di questa equazione. Oilerremo 
cosi una prima relazione fra le indeterminate a , 
b , c , d , e , e le quantità cognite m, n. 

Lo stesso raziocinio avrà luogo per una seconda, 
'una terza , » ..... , retta cui la curva dovreb 
be esser tangente. 

Trattandosi .di un’ iperbole , la cognizione di un* 
assintolo equivale a quella di una tangente e del suo 
punto di contatto , poiché ( § 161 ) gli assintoli 
sono tangenti all’infinito. Perciò, bastano altre tre 
condizioni per determinare la curva. 

a54- Se dovesse la curva avere un centro , e 
fosse data la posizione di questo punto , sarebbero 
ancora bastanti altre tre condizioni per la determi- 
nazione della curva. 

In fatti , giacché nulla c’ impedisce di prendere 


/ 
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questo punto per origine , avrà allora l’ equazione 
( § 245 ) la forma ► ■ ’ 

y 1 -axjr-]- bx'-jrf^ 0 , 

’e non racchiuderà che tre coefficienti da determi- 
narsi ; e perciò la cognizione del centro equivale a 
due differenti condizioni. È vero bensì che , in que- 
, Sto caso , altro esser non può la curva se non se un* 
ellisse o un’ iperbole. 

a 55. Quando sia data la posizione del sistema de- 
gli assi, o di un sistema di diametri conjugati , 
bastano due altre condizioni per determinare la lo’rtf 
grandezza e perciò la stessa curva. Poiché , riferen ■ 
do la curva a questo sistema , avremo l’equazioné 

A' y a ±B'’x* s= ±A'’B'* , in cui A' e B' 

Sono le sole costanti da determinarsi. 

In quanto alla parabola , conoscendo la posizione 
del sistema degli assi, 6 di un sistema di assi coi** 
jugati, basta un’ altra condizione per determinare là 
Curva , poiché nella _y’==a p'x, non deve determi 
narsi che p'. 

a 56. Su tal soggetto sarà opportuno il far cono* 
scere un mezzo assai piò semplice di quello già es- 
posto ( § § 184 e aio ), per costruire la curva * 
conoscendo un sistema di assi conjugati ed il 
parametro di questo sistema , trattandosi di una 
parabola ; ovvero un sistema di diametri conjugati, 
se si trattasse di un’ ellisse o di un’ iperbole. 

Prendiamo prima in considerazione una parabola * 
Dalle AX , AY (lìg. i43) venga costituito un siste 
ma di assi conjugati , il di cui parametro sia a p' . 
Prendiamo sopra AY , disotto al punto A una di* 
stanza AD —ip' ; e conduciamo per il ponto D una 
retta DL parallela ad AX. Guidiamo iu fine per il 
punto A una retta qualunque All. 

Le equazioni , della parabola , della retta AH é 
della parallela DL, sono y—ip'x ,j~ax , r -~ J — ?/>'• 
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Ma dalla combinazione di queste dùe ultime e* 
<] u azioni abbiamo per le coordinate del punto E » 
ove la retta Ali incontra la parellela DL, 



Altronde poi , dal combinare la prima colla se- 
conda equazione , troviamo per le coordinate del 
punti d' intersecazione A ed M , xr=*o , y =-o e 

7J}' ap' . . 

poi x— — a - , y = — ; dunque si scorge che le 

distanze DE ed MP , o AG , sono eguali. 

Proprietà che si verifica per tutte le rette guidate 
dal punto A. 

Ciò posto , per costruire la curva , prendiamo 
sopra AY , al di sotto del punto A, ÀD = 3 P' e 
guidiamo DL parallela ad. AX . Condotte poi 
delle rette indefinite AH , AH' , . . . porteremo 

le distanze DE , DE 7 . . • da A in G , 

G' , ... e da questi ultimi punti guideremo le 
GK , G'K' , . . . , parallele ad AX. I punti M . 
M' , . . . , ove le rette AH e GK , AH' e G'K* 
s’ incontrano, appartengono necessariamente alla curva. 

Passiamo adesso all’ ellisse. Siano OB A' , 

OC = B' ( fig. i49 ) * due diametri conjugati , 
AY la tangente nel punto A , DL una parallela . ad 

sB ia 

AX, guidata in una distan2a AD=' —j- ( che è 

il parametro del dato sistema ). Tiriamo poi due 
qualunque corde supplementarie AM, BM. 

Le equazioni , di queste due rette e della parallela 

2 B ' 1 

DL,sono y=ax, y—a 1 (x— aA'), y—— ~£t~\ essen- 
do le quantità a , a' , come è noto, legate fra Io- 
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Ma, dalla combinazione della |»« m « ^Ua teiwv 
eipiazioue , abbiamo per le coordinate del puato E 
3 B'« * aB'* 

. 7 Ai"’ 

E, per altra parte, facendo x=o nella seconda 
equazione , risulta per l’ordinata del puulo G , ove 
la retta BM incontra AY . , . /= — 3 A a ', o alle- 

soclie aa - >7 , . . . duuqueAG=I>E. 


( Osserveremo che questa proprietà racchiude im- 
plicitamente quella della parabola-, poiché, dal sup- 
porre infinito l’asse maggiore , la retta' BAI diviene 
una parallela ad AX ). 

Dopo ciò ; per costruire mi’ ellisse, conoscendo ua 
sistema di diametri coujugati e !’• angolo che fanno 
fra loro, condurremo da uria delle estremità A del 
diametro AB una parallela ull'ulttv, e sopra que- 
sta parallela AY , al di sotto del punto A, pren- 

deremo una distanza AD =■ — , . Guidate poi 


le rette indefinite Ali, AH’ . . . , porteremo le di- 
stanze DE , DE' , . . da A in G, G', . . e 
dilli unire questi ultimi punti con il putito B, ri-» 
siteranno i punti AI, M' . . , ove le Al| e BG , 
AH' e BG' , «... s’incontrano , pipili che appaile n, 
gono necessariamente alla curva. 

Per 1 iperbole ha luogo una egual costruzione. 

357. Ecco una nuova proprietà , comune alle tre 
f j* ve . di secondo grado , che può servire a coslru- 
il le in certe circostanze. É dessa relativa ai lòchi 
ed alla direttrice ( Ved. <j $ «17 e u8 ). 

Siano , ( fig, t5o ) MNAÀ1' . . . una curva dii 
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secondo grado , LL' la direttrice che si suppone di 
posizione data ( Jj 118)» ed F uno dei fochi. PVen- 
diatno in considerazione due punii M , N , della 
curva , e guidiamo le rette MN , FM, FN , pro- 
lungando MN fino che s* incontri in R con la di- 
rettrice, e poi uniamo FR. 

La retta FR dovrà dividere iti due putiti egua- 
li l' angolo NFra formato dal raggio vettore FN 
e dal prolungamento F m dell' altro raggio vetto- 
re FM. 

Infatti , guidiamo dal punto N la retta NI pa- 
rallela ad FM , e caliamo le perpendicolari MP , 
NQ , sopra la direttrice. Avremo , dalla proprietà 
caratteristica della direttrice ( § 117 ) , 

Mf:MP::NF:NQ , o MF:NF::MP:NQ , . . . (1); 

Ma i triangoli simili RPM, RQN ed RFM, RIN, 
ci danno MP : NQ: :RM : RN, RM : RN ; :FM :NI; onde. 

MP:NQ::MF:NI ; . . . . ( a ) ; 

dunque JVIF:NF:;MF: NI ; perciò, NF = NI. 

Il triangolo NIF essendo i sosccle , ne siegne clic, 
gli angoli NFI , ed NIF o JFm siano eguali. C. 
C. D. D. 

a 58 . Questa proprietà in se stessa molto curiosa, 
prova altronde thè una sezione conica è determi- 
nala , allorché sia dato un foco e tre putiti della 
gurva ; cosichè la cognizione di uno de’ lòchi equi- 
vale a due condizioni differenti. 

In fatti, siano M , N , P ( fig. i 5 r ) tre pun- 
ti dati per i quali vuol farsi passare una sezione co- 
nica , ed F mio dei fochi di questa curva. 

t .° Guidate le rette MN , FM , FN , e diviso , 
V angolo NF/n in due parti eguali , il punto R , 
ove s’incontrano le due rette MN , FR, sarà pcf. 
necessità Uti primo punto della direttrice. 
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a.° Se eseguiremo un* analoga costruzione ri- 
guardo ai tre punti N , P , F , ovvero M , P, 
F , verremo a determinare un secondo punto S 
di questa direttrice , clic sarà allora ltS . 

Adesso , se dal punto F abbasseremo la FD per- 
pendicolare ad IIS , avremo la direzione del primo 
asse. Guidiamo poi da uno dei punti dati, N per 
esempio , la NQ perpendicolare ad RS , otterremo 
NF:NQ , per costante rapporto tue deve esistere 
fra la distanza di uu punto qualunque della curva 
dal loco , c la sua distanza dalla direttrice. Allora, 
glossiamo determinai' facilmente (§ 1 1 8) le grandez- 
ze degli assi. 

Dall’ essere, il rapporto NF:NQ , minore , o mag- 
giore, o eguale all’ unità, risulta la curva, comesi 
è vedgto (§117) un’ ellisse , o un’ iperbole , o 
una parabola, Nella figura i5i , la curva è uua pa- 
rabola, poiché abbiamo q • t= NQ. 

a 5 g. N. B. Quando si esige in prevenzione che 
sia la curva una parabola , basta allora ebe siano 
liuti due punti della curva con il foco ; ed ecco co- 
me , iu tal caso , si determina la direttrice. 

Siano M ed N ( fig. i 5 a ) i due punti dati , 
F il foco. Dopo di aver determinalo il punto II , 
come nella costruzione precedente , si descriva da 
uno dei dati punti, M per esempio, come centro 
con il raggio MF , una circonferenza ; e poi dal 
(imito R si guidi una tangente RF a questa circon- 
Jerenza ; questa tangente altro non sarà che la di- 
rettrice richiesta ; poiché risulta necessariamente 
dalla definizione della parabola , clic la sua diret- 
trice sia tangente a tutte le circonferenze descritte 
dai diversi punti della curva coinè centri, c con rag-, 
gi eguali ai corrispondenti raggi vettori. 

Poiché dal punto R si possono , in generale, con- 
durre due tangenti alla circonferenza , ne siogue clic 
potremo con tal mezzo ottenere due direttrici , e 
perciò due parabole ; 1 ’ una è M'AJNM, che ha per 
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direttrice RT , e per primo asse BX ; e ànitra è. 
nNflMm' , chu ha per direttrice RT' , e per primo 
asse B'X’. 

Che se la circonferenza passasse per il punto R, 
allora il (piesito non avrebbe che uiia soluzione: 

Finalmente veruna soluzione avrebbe luogo , se il 
punto R fosse dentro della circonferenza. 

260 . -La determinazione di una sezione conica me 
diante certe condizioni, è, in generale, un pro- 
blema mollo difficile a risolversi con 1 ' analisi , at- 
teso T imbarazzo che bene spesso s’incontra nella 
scelta degli assi. E jierciò si è prescelto principal- 
mente di rintracciarne le soluzioni puramente geo* 
metriche, dipendentemente però dalle proprietà co- 
gnite delle tre curve. Con i quesiti che siegoono ci; 
proponiamo di dure un’idea di queste sorti di co- 
struzioni. 

1 .’ Qcbsito. Date tre rette ed un punto sopra 
di un piano , trovare una curva di secondo gra- 
do tangente a queste tre rette » e che abbia per 
Foco il punto dato - 

Siano Rl/iz , P P (fig> 153 ) le rette date -, 

ed F il foro della curva in questióne. A libiamo ve- 
duto ( $ i53 ) ebe , nell’ ellisse e lidi' iperbole , i 
piedi delle perpendicolari calale da un loco sopra le 
tangenti, sono situati sulla circonferenza del cer- 
chio descritta con il primo asse come diametro , 
e ( tj 20 & ) che . nella parabola , questi stessi pie* 
di si trovano sul secondo asse. -,>■ 

Ciò posto, caliamo dal punto F le tre perpendi- 
colari EG , FH , FK -, ci si presenteranno due ca- 
si : o li tre punti G , H e K kit mano un triangolo, 
ovvero sono essi in linea retta. 

Nel primo caso , dal congiungere questi punti 
due a due , .e coll ’ innalzare , dai punti medf 
delle rette di congiunzione , le perpendicolari , 
otterremo , nel loro punto d’ incontro , O, il Cen- 
tro delia curva. Guidiamo poi OF , e. prenduttno 
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.copra questa retta line parti OB , OA eguali ad 
OG ; ed otterremo AB per primo asse ; e la curva 
sarà* o un’ellisse o un’iperbole, secondo che il punto 
B si trova situato sul prolungamento di OF , o den- 
tro i punti O ed F. 

Nella figura i 53 , la curva è un’ ellisse; il di cni 
secondo asse CD si ottiene ( $ 100 ) descrivendo dal 
punto F come centro, e con il raggio OB , un’ar- 
co di cerchio. > 

Se la curva fosse un’ iperbole , sarebbe il centro 
dell'arco di cerchio in B ( $ io 5 ), ed OF sareb- 
ba il raggio dell’ arco. 

Nel secondo caso , cioè , quando li tre punti 
G , II , K , ( fig. 1 54 ) sono in linea retta , que- 
sta linea KHGY rappresenta il secondo asse della 
curva , che è allora una parabola ; e , per avere il 
primo asse , basta abbassare FX perpendicolare 
sopra KY. Il quadruplo di AF rappresenta poi il 
parametro ; e così la curva può facilmente costruirsi. 

N. J). Quando già si sappia che la curva cerca- 
ta esser debba una parabola , basterà conoscere duo 
tangenti ed il Joco , poiché il secondo asse è de- 
terminato' dai piedi delle perpendicolari abbassate 
dal foco sopra queste tangenti ; ed infatti , sappia- 
mo già che quattro condizioni bastano per la para- 
bola ; e la conoscenza del foco equivale ( § 30S ) a 
due condizioni. 

a . 0 Quesito. Debba costruirsi un’ ellisse , cono- 
scendo il centro , la lunghezza del suo asse mag- 
giore , una tangente ed il suo punto di contatto. 

Sia O (fig. 1 55 ) il centro dato, A il semiasse 
della curva, Tt la tangente ed M il suo punto di 
contatto. 

Dal punto O come centro , e con A per rag- 
gio , descriviamo una circonferenza di cerchio , 
4-he tagli generalmente Ut in due punti R , R' ; 

{ >oi , innalziamo dai punti R , R', le per pcnd ten- 
ori RS , li' is' , a questa tangente ; esse passe- 
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Gonchtcendo la OF , otterremo la direzione del 
primo asse ; e portando la OR da O in À ed in 
B ; e poi la OF da O in F' ; otterremo i due ver- 
tici della curva , come anche U due fochi. Finalmen- 
te delineando la KK' in modo che 1’ angolo FOK 
sia eguale all’ angolo LOF , otterremo il secondo, 
assintoto. ' ' 

jy. B. Allorché , in luogo di A , ci fosse dato 

' ‘ B , , . 

il rapporto ni) o -, la tangente trigonometrica 

dell’ angolo FOK ci sarebbe cognita ; e perciò la di- 
rezione della FO potrebbe facilmente determinarsi. 

In quanto alle grandezze dei semiassi , sono esse evi- 
dentemente rappresentate dalle OR ed RF. 

Avremo OR = A, come abbiamo ora veduto; .ed. 
RF= B , attesa la relazione OF= c—Y~ (A’+B*), 

che ci dà necessariamente B’ = c’ — A*=IÌF’. 

4-° Quesito. Essendo dati un ’ assintoto , due . 
punti ed il rapporto degli assi di un ’ iperbole , 
costruire la curva. 

Siano LL' , M, M' , ( fig. ìS'] ) V assintoto ed 
i due punti dati; m il rapporto — supposto cognito. 

Congiunti i punti M ed M' , e presa , partendo 
dal punto M' , utia distanza M' R' eguale ad 
MR , avremo il punto R' che apparterrà al secondo 
assintoto ( § 195 ). 

jj 

E siccome il rapporto — , ora, é dato , faremo, 

A • , , 


in un qualunque punto I di LL' , un’ angolo Lift 
la di cui tangente eguagli m , e poi un’ augolo HIL - s 
doppio di LIG. Finalmente condotta per il punto 
fi' la KK' parallela ad IH , avremo così il se- 
condo assiutoto. 
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Può dunque 1;« curva descriversi facilmente eoi» 

il metodo del $ 3a6. <, 

N. B. Se invece del rapporto degli assi , fosse 
data la posizione di un terzo punto, dall’ unir» que- 
sto punto con uno dei punti già dati , si otterrebbe 
un nuovo punto del secondo assintoto , la di cui di- 
rezione resterebbe allora determinata. 

Potranno servir di esercizio questi altri quesiti clie 
qui accenniamo soltanto. ' . 

r.° Costruire una parabola , conoscendo il fo- 
ce , un punto ed una tangente. * • 

a." Costruire un’ ellisse , conoscendo due tan- 
genti, il centro e la lunghezza del primo asse 
( la curva può essere un’ iperbole ). 

3.° Costruire un’ iperbole , conoscendo un* as- 
< sintoto , un fuoco o una tangente. 

a6i. Ultimeremo queste indagini, i.° Colla di- 
mostrazione di una proprietà che appartiene alle tre 
curve del secondo grado , della quale si sono ap- 
prafittfUi i Geometri per costruire le sezioni coniche 
mediante alcuni dati; a.° Colia ricerca dell'equa- 
zione della tangente ad una curva di secondo gra- 
do , riferita ad un qualunque sistema di assi (fig. i5S). 
Ripresa l’ equazione 

jr'+axjr+bx'+cjr+dx-t- e s= o (i) 

\ . ■ • i - - • 

clic supporremo rappresentare unà delle tre cur- • 
ve , riferita ad un sistema rettangolare o obbliquo * 
AX.AY. 

A questa equazione può darsi le forma 
f + ( ax+c)r+b(*’- j-~x + ^)^o. . . (a), 

d’ onde , fatta y ;=? o * per ottenere i punti ove la 

curva incontra l'asse delle x , ne risulterà -« 

« 

. . ^ . « n \ 

b ( x’+ -x + -) = o. . • . . (3) , 


•A 
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equazione le di cui radici altro non sono che le a- 

scisse dei ponti ricliiesti. 

Se queste badici sono imaginaric, sarà qtlesto un’ 
indizio Che la curva non ha alcun punto comune con 
l’asse delle x ; e se sono esse eguali, la curva è 
tangente a quest’ asse. 

Ma , supponendole reali ed ineguali, rappresen- 
tiamole con x' , x" . 

11 trinomio 

Per esprimere questo prodotto geometricamente , 
osserveremo che, rappresentando AP una qualunque 
ascissa , ed AB , AG le ascisse x' , x" , avremo ne- 
cessariamente ( x— x’ ) (a: — x' )=jPBxPC. 

Per altra parte, l'ultimo termine della (a)', ossia 
b ( x-~x' ) ( x — x" ) , è eguale al prodotto delle 
due radici di questa equazione risoluta rapporto ad 
y ( t-° i.° p. i8a); e queste radici vengono rap- 
presentate da PM e Pm 
Avremo dunque la relazione 

PMxP/n = b ( x— *' ) ( x—x' ' ) = ixPBxPC ; 


onde 


PMxPm j 
P13XPC “ ‘ 


Per altre ascisse AP' , AP" 
egualmente 


P'M'xP W P"M"xP'Vn B t 

P'BxP'C *“ ’ P"BxP"C * 


risulterebbe 


• ■ . , onde 


PMxPm P'M'xP'm' P"M*xPV“ 

PBxPC P'BxP'C F'BxF'C = 

, E di qui che in qualunque curva di secondo gra- 
do , riguardando una qualunque secante AX e poi 


À 


’V 




h 
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una serie di altre sécanti parallele fra loro e córti 
dotte in direzione affatto arbitraria , i rettangoli del- 
la parti di queste parallele , compose fra i loro 
punti d’incontro con la prima secante' ed i loto 
punti d’ intersecazione con la curva , stanno ai 
rettangoli delle parti dèlia prima secante , com- 
prese fra i piedi delle parallele ed i punti ove 
questa secante incontra la curva , io un costan- 
te rapporto. 

Si scorge facilmente che questa proprietà comi 
prende implicitamente quelle che sono state dimo- 
strate (nei n. 146 e a 43 ). 

In fatti , essendo la prima secante un qualità- *• 
que diametro , se le altre secanti saranno parallele 
ai coniugali di questo diametro ; ne risulterà PM= 

Ym , P'xVl' = PW, ec. eia relazione di sopra diverrà 

PM 1 Fm ? _ Fm"’ 
PBxPÓ - 'P , BxP'C =e p"JBxP' , C 
Serve questa proprietà per far passare una se- 
zione conica per cinque punti dati i ma i detta- 
gli che si esigono per tal costruzione ci allontane- 
rebbero troppo dal nostro istuito. E perciò chi bra- 
masse conoscerli potrà consultare il Trattato delle 
sezioni coniche di LHOPITAL : 

262. Per ottenere l’equazione della tangente ii± 
un punto dato di una curva di secondo grado , fa- 
remo uso del metodo del n.° 68. 

Siano x‘ , y 1 ed x , y " le coordinate di due 
punti della curva , uno de' quali ( x" , y" ) deve ri- 
dursi ad un punto di contatto. 

L’equazione della curva essendo generalmente 

y'-\-zaxy-\-bx'-\-ocy-\--idx-^c = o. . . . ( 1 ) » 

( vedremo or ora perché vien posto in evidenza il 
fattore s nei termini in xy , y ed x ) , la secante 
viene espressa analiticamente dal sistema delle tre 
equazioni 
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x' — x" 

' , * ». 

y , + 2 ax , y~\-bx' , + 2 cr , + 2 dx' +e = o, » , (3) , 

y , ’+*ax u y+bx' , '+2cy , -ì-2dx rT -f- e= o... (4) , 
Cerchiamo , mediante le due ultime equazioni 

y * y" 

il valore del coefficiente 

4 . . «C - — X 

Sottraendo dalla (3) la (4)» avremo 
y '*-y “ *4-aa («'y*— +6 (*• *_** » ») -f-ac (j* 

-J-ad ( — x" ) =30 ; 

o, osservando che y % —y*±*(y+y) (y'—j" )> 
■ r,,— = (V-f-jc") (x 1 — x“) ; e die 

( S *9 4 )*'/'— ** (/—/" ) +/ (*'—**), 

(j'— 7")Lr'+7"+3ax'-f-ac] ) . ’ 

. , , J — o} d’ ohde 

+(* -* a )[*ay+b(x'+x")+ 2 d] ) 


y—y 


[ 2 (iy'-f- 6 (x'+x » ) ] 

7* +2C 


(5). 


« — _*■" 

E portando questo valóre nella (a) otterremo l’e- 
quazione della secante , riunendovi bensì la (3)- 
Ma per ottener subito l’ equazione della tangente, 
basta porre, nel risultato (5), x'=x" , y=y\ e 
far poi la sostuzione nella (a). Otterremo con ciò 

— )■•«=) 

che sarà la richiesta equazione che non rappresenta 
la tangente se non in quanto vi si considera inclusa 
la relazione (4), mediante la quale può questa sim- 
plificarsi. , 

■# 
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In fatti , se si elimina il donominatore , e si Usa 
serva che dall a ( 4 ) deducessi 

y"‘+2 ax''y" +b; c' 4 ’= — 2 Cy" — a dx"—è -, 

otterremo, a riduzione effettuata , la (7) 

rf f -*' 1 )+e=io..(y), 

risultato che ottienisi facilmente mediante la (t) , 
cangiando i.° 

r'+bx' in y/'+bxx’l ( ved. § 69 ) , 

3 .‘ > a axjr t ovvero uxy-\-axy in ax ,l y+axy' i t 
3 .® acy , ovvero ty+cy in Cy+yC," , 

4.* finalmente 2 dx in dx+dx 1 '. 

Che se la curva venisse riferita ad un sistema di 
assi l’uno de’ quali sia un diametro e l'altro la tan- 
gente condotta all’, estremità di questo diametro , a- 
vrà allora l’equazione della curva (§ 1 itì) la forma 

y = 3 pr 4 - 7 a:\ 

In questo caso sarà a=o , b= — 7 , Ce=o , 
dtrr ,*.p t e — 0 • e 1» quazione della tangente diverrà 

yy'^p (x-f-x u yyqxxl l . . . (8) 

In sitriil guisa si troverebbero le equazioni corris- 
pondenti alle altre forme sotto le quali abbiamo con- 
siderate le equazioni delle differenti curve. 

Nelle applicazioni , occorre bene spesso ricbianla^ 
re 1’ equazione della tangente sotto la forma (8). 


§ IV. Applicazióni delia teoria. delle curve 
di secondo grado. 

*63. Abbiamo già veduto ( t.° 3.° $ 49 ) che 
senza che prima occorra risolvere un’equazione di 
secondo grado ad una sola incognita , possiamo , me* 
diante l’ intersecazioni della retta e del cerchio , va- 
lutare in linee le' radici di questa equazione. Pas- 
seremo adesso a vedere in qual modo anche le 
equazioni di terzo e di quarto grado possano essere 
egualmente costruite per mezzo delle intersecazioni 
di due sezioni coniche. 

Il principio fondamentale di simili costruzioni con- 
siste Uel riguardare la proposta equazione come un 
risultato dell ' eliminazione fra due equazioni a 
due incognite , tona delle quali , che si suppone 
incognita primitiva , vien presa per ascissa , « 
f altra per ordinata. Costruendo successivamente , 
e sopra li stessi assi , i luoghi geometrici di queste 
equazioni ( § 3i ) , veniamo a conoscere che le cur- 
ve s* incontrano in ano o più punti, le di cui ascis* 
se rappresentano , in lìnee , le radici reali delia 
proposta equazione. 

Sviluppiamo tal principio sopra l’equazione di 4*? 
grado , qx'+rx+S = o . . (i). 

Facciamo in questa equazione de' => ky * . (c) , 

( essendo h una quantità arbitraria, costante } 5 che 
diviene kr+pkxj-j-qkr+nr-f S=o . - (3). 

Ciò posto, siccome la (1) risulta • evidentemente 
dalla eliminazione di y fra la (2) e la (31, ne 
siegue die essa racchiude non Solo tutti i valori di 
x, idonei a veriflcare la (2) e la (3), ma ancora 
nel tempo stesso alcuni valori dij^j dunque se , me- 
diante qualunque mewo , potremo ottenere i sistema' 

T. V% . a4 
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dei valori di x e di y comuni nlle equazioni (a) , 
(3), lenendo a calcolo quei boli di x, avremo le 
radici della (i). 

Ma 1’ equazione (a) costruita riguardo agli assi ret- 
tangolari , rappresenta una parabola il di cui primo 
asse è diretto secondo 1’ asse delle jr , ed ha per o- 
rigine lo stesso vertice della curva. 

Così la ( 3) , essendo costruita sulli stessi assi . ha 
per luogo geometrico un’iperbole ( § a4* ) i della 
t^uale un’assiototo è parallelo all' asse delle x. 

Queste due curve si tagliano generalmente in quat- 
tro punti ( giacché l’ equazione fiuale (i) e di 4-* 

{ 'rado ), le di cui coordinale hanno esclusivamente 
a proprietà di soddisfare nel tempo stesso alle loro 
equazioni. £ perciò le ascisse di questi punti sono 
le radici della (x). u 

N. B. 11 numero delle radici reali di questa e- 
quazioue è eguale al numero dei punti tP interseca- 
zione. 

a64- Si può , con alcuni artilicj di calcolo , so- 
stituire alle equazioni Issate in orìgine , delle al- 
tre di piò facile costruzione. Casi . per esempio , è 
sempre possibile la sostituzione dell’equazione della 
circonferenza all’equazione (3) che è assai più con» 
plic&ta. Basta perciò il supporre che. la (i) sia pii 
va di secondo termine; trasforma tionp eseguibile in 
qualunque equazione ( t. 4- § 3<j ). 

Riprendiamo perciò 1* equazione di 4-° gr.° priva 

di a.» termine x 4 -f-q.r’-f-/\r-t-S=o . . (i) , 

e facciamo x’—ky . • ( 2 ) ; 

otterremo \'y'+qky+rx+$ — o . . (3). 

Da questa prima trasformazione veniamo a scor- 
gere in prima, che i luoghi geometrici da costruir- 
si sono due parabole, la seconda delle quali ( § 
n48 ) ha i suoi asM principali paralleli agli assi coor- 
dinati.' Con facilità sì determinerebbe il vertice , fa- 
cendo «vanire il termine in y , e la quantità tutta 


■r 


nota. Ma questa equazione , divisa per k’ c poi ad- 
dizionala colla (*), diviene 


- -**+/•+ 


q — k’ , rx S 

= *° *' • * (V » 


equazione che può sostituirsi alla (3) ; e che ha per 
luogo geometrico una circonferenza di cerchio , co - 
strambile con il metodo indicato ( § 147 

In oltre , siccome la quantità k è arbitraria , nien- 
te osta il supporre k<==y~q, d’onde q — k'e=o ; 
con che viene a scomparire il termine in y nella (4); 
ed io tal caso il centro del cerchio trovasi situato 
sull’ asse delle x. - 

365. Consideriamo adesso l’equazione di 3.° grado, 

x 3 -bpx 3 J-qx-br=o , 

la quale , col fare x'~ky , si cangia in 


kxy+p]yrtqx+r= o. , * i 

Dal costruire queste due equazioni otterremo due 
curve i di cui punti d’ intersecazione avrebbero per 
ascisse le radici reali della proposta. 1 

La terza equazione è quelli di un’ iperbole i di 
cui assintoti sono ( § 327 ) paralleli agli assi coor- 
dinati , e può facilmente costruirsi quando siasi, fis- 
sata la posizione di questi assùrtoti e di un sol pun- 
to della curva r 

Che se ci piacesse di ridurla all’ equazione di un 
cerchio , converebbe far prima svanire il secondo 
termine , e poi moltiplicarla per x. Quest’ ultima 
preparazione , che ha per oggetto di ridurre l’equa 
zionc al quarto grado , introduce «ma radice a-U-, 
che in realtà vi è estranea, ma nel risultato si pl- 
eura di prescinderne. .. \ * 

t Sia dunque xH-qx'±rx z= <> . . qV‘, , 

l’equazione private di 3. 0 termine e poi moltiplicala 
per x. •' - • ; * 

Faccialo . . , . , 


otterremo 


r +Ì.y +£»J e=o . . (5); 

J k J k* 

ovvero , addizionando la (a) colla (3) , e traspor- 
landò' 

o finalmente t facendo, per pià semplicità , k^q, 

• xc=o . .■ . ( 4 ) . 

* 4 - . ' ’ • 

equazione di una circonferenza di cerchio il di coi 
«entro è sull’ asse delle * , e passa per Y origina. 
Applichiamo queste generali riflessioni a qualche 

a66. i.° problema. Dato un qualunque arco AB 
di una circonferenza , debba dividersi in tre 

T ‘ MÌ?tatd. ( t 3- $ .o? ). «•“ “ ii ils.no 
del terzo di un’arco in funzione del seno di quest 
arco , abbiatn trovato 


Siano 


4s en’4 o— 3 sen^a + sen a =*>. 
AB=ad, BP — sen a ~q , 


MQ = *en^a«« x, OA = r ( 6g. i5g )t 

dal ristabilire 1’ omogeneità (t. 3. S $7 ){ otterre 
Zo equazione-, 

la di cui costruzione prima rintra cceremo. 

Per ottenerla , facciamo & xam ry . . * { a) ; 
e l’equazione (t) diviene 

%xy-~'Srx+qr==ó . . . (3). 

Si guidino per il centro del cerchio dato due assi 
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. ueltangolari OX , OY , uno de’ quali passi per il 
punto A , e si costruisca la curva rappresentata <lal T 
la equazione (a). Sarà questa una parabola LOL' , 
il di cui asse principale è diretto secondo OY , cdi 
ha per parametro r, e perciò, la sua costruzione non 
presenta difficoltà alcuna. 

In quanto alla equazione ( 3 ) , die appartiene ad 
evidenza ad un’iperbole , risolvendola successi vamouf 
te riguardo ad y. e ad x . , si trova. 

3 r.r — qr 3 r qr . qr 

J 4 x 4 4 X 4/ — ’ r 

ciò che prova ( $ 227 ^ che i due assintoti sono 
l.° una retta FEF' conuotta parallelamente all’asse 

3 

delle x. alla, distanza QE= - r, a. 0> lo stesso asse 

4 , 

delle jr* 

* L'ipotesi poh di x»o introdotta nella ( 3 ) ci- d 4 



Cosichè prendendo sù di OA una distanza. 


QC= 


BP 


si ottiene un punto dell' iperbole , la qua- 


le resta allora focile a costruirsi atteso il processo 
dd n.° 197 , che noi supponiamo fqui figurato dai 
due rami nrphi' , n u m ll n'”. • 

H primo: di questi, rami incontra iiQl/ in due 
punti m , m 1 \ il secondo in un sol punto m" ; e 
questi punti somo. tali che , calando mp, rp'pf^ rp'.'pH 
perpendicolari ad OX , si abbiano O p, Op 1 , Op" 
per la tre radici dalla equazione ^1). 

Ciò posto, siccome questi valori , uno de’ quali 
Op” è negativo , esprimono, seni , qqpviep portar? 
H sopra OY da O. in R , R' , R" , e poi guida - 
rx le RM, R’M’ , R"M" parallele ad.OX; ed.ot. 

terremo, in. line AU , ÀM* ANM U pur i, vaimi. di> 
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gli archi ^ , (V. t.° 3 .° $ 107 ), . 

367. Questo problema può costruirsi in modo da 
far servire il cerchio dato come uno dei luoghi geo- 
metrici. 

Siano sempre AB ( fig. 160 ) 0 a 1 * arco die de- 
're dividersi in tre parti eguali , AM il terzo di que- 
it’ arco che si suppone , per ora , determinato. 
Facciane poi 

OP , o cos a=p , BP , o sen a==q , OQ=.r , MQe^yr 

Avremo per prima relazione 

j’-fx’=r\ ..... (i‘). 

Adesso , dal prolungare MQ finché s* incontri in 
N con la circonferenza , dal qual punto N guidando 
la KK parallela ad OX, e tirando la BiN s • forme- 
remo così un triangolo OMQ (’t. u 1." J. ^5 ) , ed 

avremo OQ : QM : : BR ; RN ; 

» a 

ma , dalla costruzione , 

ER=^-f~y; RN , 0 PQ = x — p \ 


dunque x : y ‘.',q+J'. x — p] onde 

. ì» < . 1 » \ , » .. 

y*— x' + qy +px = o (a) , 

equazione che, combinata colla (t), ci darebbe, 

» * | * , » * , ** ^ 

eliminando x , il valore di y , o di scn rz. Ma io- 


vece di effettuare codesta eliminazione , potremo 
( § 5 t ) costruire i luoghi geometrici rappresentati 
dalle equazioni (i) e (a). 

Ma la (1} è quella del cerchiò dato; mentre la 
(a) rappresenta evidentemente un’iperbole equilate- 
ra i di cui due assi sono paralleli agli assi coordi- 
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nati. Per ottenerne 
ad y ; avremo y ; 


la posiziona vi sol riamai» rapporta 

*! 

= — 1+ K" (x 1 — / X + |-). 


Prendiamo sopra OY ima diskausa 

OK = — -<= — — ; li» linea GG' parallela ad OX 
a . a 

è un di ameti o della curva; e perciò mia degli assi 
cercali. 

Si sà poi' ( § s3g ) che la aieià del coefficiente- 
di jc sotto il radicale , preso co» seguo contrario » 

cioè —, altro non è che P ascissa del centro; dim- 
3 


que la HH' guidata dal punto il' mezzo di OP , e 
puntile lino cu -e ad OY T rappresenta 1’ altm asse. 

Ora . poiché l’iperbole è equilatera , ne sicgue 
che gli assintoti dividimi ir* due parti eguali gii an- 
goli retti WG' ed WG. E cosi queste rette posso- 
no facilmente determinarsi. 

Risulta finalmente , dall’ispezione della equazione- 
(a), ebe la curva passa per l'origine. Conoscendo- 
dunque un punto O della curva ed i suoi due as- 
sintoti , sarà perciò la curva determinata ( § ig^ ). 

N. B. Costruendola conosceremo che incontra il 
cerchio in quattro punti M , M' , M" e B' , punto 
ove la perpendicolare BP prolungata taglia la cir- 
conferenza . 

La posizione dei tre primi punti M , M , M , 
si spiega facilmente. Abbiamo 

„ AB a 

i.® MQ = sen — — = sen - ; 

J v 


s.° Prendendo ABC eguale ad un terzo 

' ■ • ' • v Jir ' ab 

conferenza , cioè ABC =-■ ■- t e CM=-„- 
i . i A 


lai Li cir>- 


a 



m 

•». • 
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rà ( t.° 3 .° $ 107 „ 

M'Q'=sen (y + ~)=sen ( 




) 


3 .” Dal prendere ABDC 1 eguale a due terzi della 

è 

Circonferenza cioè ABDC'c= -!—, e C'M"=~, sarà 

J o 


A. - tf-f <X x 

M''Q"=sen (y +3 >=»Pn(* , -+ — — >=*— sen -y-) 

In quanto ai quarto punto B' ». che ba per cooo 
dinate xz=p , — q , dal sostituire questi vai ori 

nelle equazioni (1) e (a), otterremo p J rt?q’=r* , e 
q 1 — p' — 7’+p’=o; ciò che prova che questo pun- 
ta deve in fatti appartenere alle due curve. > 

Se , per eliminare x , si addizioni la (2) colla (i) , 

p*— qy — jv l . 

si troverà ir'+qy -+-pxx=r ' , onde x <s= 

P 

Questo valore, sostituito nella (1), ci dà, 
4 x 4 ‘4"4?J '* — 3 r'y' — a qr'y-\-fr' = o , 
risultato divisibile per y-^q , che ci dà per quotn 
4 f— 3 ry+(]r 3 z=o, 

Quest* ultima equazione è identica colla (1) del 
n ,p precedente; ma si vede nel tempo stesso che, 
a norma del secondo metodo addottato per risolvere la 
proposta questione , sono state stabilite due equazio- 
ni in x ed y , più generali dello stesso quesito, 
poiché , eliminando x , si giunge all’ equazione re- 
lativa a questo quesito , ma involuta con un’ estra- 
neo fattole. 

268. È cosi che deve interpretarsi 1* osservazione 
fftlta da alcuni geometri ; cioè , che la costruzione 
pi una determinata equazione per la intersecazione 
4<% cqrye , ci dà qualche volta i punti comuni 
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alle due curve in un numero maggiore delle ra- 
dici reali della proposta. 

Finche 1' equazione del problema è in realtà l’o- 
quazione finale da costruirsi risultante dalla elimina- 
zione fra le due equazioni a due incognite , il nu- 
mero dei punti comuni ai luoghi geometrici è sem- 
pre eguale al numero delle radici reali della pro- 
posta. Ma se questa eqnaziane non è , come nel n. 9 
precedente , che una parte dell’ equazione finale cor- 
rispondente alle due equazioni, allora i pumi co- 
muni possono essere in maggior numero delle ra- 
dici reali della equazione. Le coordinate di questi 
puìni verificano le due equazioni a due incognite; 
ina le loro ascisse possono non verificar la proposta. 

atig. a. 0 Problema. Trovare due rette , medie 
proporzionali fra due linee date a , b. 

Stano x ed y le due rette cercate ; dobbiamo 
avere , dalla esposizione ; la progressione geometrica 

~a\x:yJ) , o piuttosto, a:x'.\x-.y , ed xiylly.b ; 

*=«/• • • r • (l)t 

! bx . i ^ 

Portando nella a* equazione il valore di y dedot- 
to dalia i.*, e viceversa, otterremo successivameq-: 
te per le equazioni finali 

x ( x'—a‘b ) = 0 , x {y 1 — ab' ) == o ; 
e perciò, per sistema dei valori di x e (fi y , 

( x=o , ed r==o ) , ( x=y~ a'b , ed Y~V ab' ). 

Il primo sistema (xc=o, y=o ) benché verifichi 
]’ equazioni (t) e (a), pure non significa nulla ri- 
guardo all’esposizione. In quanto al secondo, que- 
sto rappresenta ad evidenza i valori aritmetici del- 
le duri inedie proporzionali ; poiché , la ragione det- 
to progressione essendo ( t.° t-° j>. i65 ) 


(fonde deducoosi le 


— - - T 

Ì x ' SS 
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<fc=y - avremo per 1 due termini cercato 

‘ I 0. . . 


" ■» b » » a » 

x=a — s=}/" a’A , a ( y - y = f/~ aù\ 

Ma qui si tratta di rappresentare con linee questo 
due medie proporzionali; e perciò , tutto si riduco 
a costruire le equazioni (i) e (a), la prima delle 
quali rappresenta una parabola LAL' ( tig. idi ) 
die ha per parametro a ed il suo primo asse è di- 
retto secondo i’ asse delie y ; la seconda è pur an- 
che una parabola NAN‘* avente 'b per parametro, 
e 1’ asse principale diretto secondo 1’ asse delle X. 

Quest© due parabole passano uiuiiedue per r Ori- 
gine che corrisponde alla - (eduzione (jt=>=o, y=o ), 
«s s’ incontrano in un secondo punto M , 1© di cui 
coordinale Ai*, Pài altro lron sono che le linee ri- 
chieste. , ..... 

Dalla posizione rispettiva di queste due curve si 
scorge che. esse non possono avere ebe questi due 
punti comuni; ed infatti. Inequazioni a due termi- 
ni x J — « J A ss= Q , ^ 3 — - nò' = o , non auiiuellono che 
una sola radice reale. 

•t Dall' addizionare le equazioni (i) e (a) avremo 
•r’ -fy'—ay — Le s= p; 

equazione di una circonferenza <^i cerchio , la di cui 
costruzione putì sostituirsi a quella di una delle due 
curve. Essa ha per coordinate del suo centro , 


a A,,,*. ,, ■ **i 

-, e - ; di piu , passa per 1 origine ; e perciò la 
a a , 

suo costruzione non presenta alcuna difficoltà. 

Sia , per un caso particolare , h=-ia ; 1’ equazione 

it J — a’b=o , diviene a: 5 — aa 3 =o, o x'= 2 a? ; 


e può riguardarsi come la traduzione algebrica del 
seguente problema. 


x 
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Trovare un cubo duplo di u»’ altro il di cui 
lato ti è dato. 

Costruii». lo , come nel caso generale , lo equazio- 
ni x'e=ajr , jr' t =z2ax ( fig. i6a ) , ( una delie quali 
può prender la forma di jr’+x* — <y— uax=c=o ) , 
e supponendo che sia AD=a, otterremo AP per il 
lato cercato. / ■ • * • 

N. B. La soluzione dei problemi , sull* t risa- 
ziane deir angolo , e sulla duplicazione dei Cu- 
lto , ha occupalo iti vano anche gli antichi geo- 
metri che hanno Cercato una costruzione poraimute 
geometrica ; cioè una costruzione in cui non si fac- 
cia uso che «Iella linea retta é del cerchio. Tutte le 
altre costruzioni ove s’ introducono le sezioni coni- 
che, o altre curve si denominano costruzioni mcc~ 
canicho ; perchè, in generale queste curve si de- 
terminano prima con de’ punti , e poi si delincano 
u mano , oppure si descrivono colla norma di qual- 
che regola. .... ; 

Determinazione del numero delle radici reali 
di una equazione numerica mediante le interseca- 
zioni delle curve. 

270. Un'equazione numerica ad un» sola mov 
gnita , che ci venga data , se si riguardi come il ri- 
sultato dell’ eliminazione fra due equazioni » due 
incognite, e se si costruiscano queste due primitive 
equazioni , già sappiamo che le ascisse dei punti d’ 
intersecazione dei loro luoghi geometrici esprimono 
in linee le radici reali della proposta. 

Dunque determinando , con il processo già cono- 
sciuto in Geometria , il rapporto di ciascuna di que- 
ste ascisse con i’ unità lineare , si otterrebbero ap- 
prossimativamente i valori numerici delle radici. Ma 
questo metodo è assai difettoso , attesoché 1' esattez- 
za dei risultati dipende dal grado di perfezione del- 
1’ ist mmrnlo di cui uno si serve , e dalla destrezza 
di chi opera. 

Tuttavia, potremo far uso con profitto di queste 
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«orti di costruzioni , per riconoscere il numero del- 
le radici reali di una equazione numerica , senza 
esser costretti di ricorrere ali’ equazione delie diffe- 
«uize la di cui determinazione , come si sà , richiede 
calcoli moltissimo complicati. 

E siccome non conosciamo alcun’ opera moderna 
ove quest’ idea sia stata sviluppata , crediamo perciò 
di dovere introdurci in alcuni dettagli su tal soggetto. 
371*. Prendiamo , per 1 ,° esempio 1 ’ equazione 

di 3 ." gr.° x*-. —fjx — 7S =30, ^ » (t)i 

dal fare jfcaBjr. . , (») t 

otterremo 3 — Qx — 7=0. ..... ( 3 ). 

Dalla costruzione di queste due equazioni rapporto 
ai medesimi assi AX , AY ; ( fig. i 63 ) risulterà : 
i.°- una parabola LAI/ che ha per parametro 3 , e 
il di cui primo asse è diretto secondo l’ asse delie 
j : a.° un’ iperbole (AMG* , FCF' ) che ha per as- 
sùrtoti ( /=3 , 33=0 ) , e passa per il ponto C , 

n 

dal quale si ottiene < y=o , xt = — ~ . 

Ora ò evidente che queste due curve non Rin- 
contrano che in uq sol punto M , la di cui ascissa 
AP è compresa fra 3 e 3 . 

1 N. R. Quest’ equazione è stata trattata ( t. 4/ 
$ 37) e siccome non si attenne che un solo can- 
giamento di segno , perciò ci trovammo in allora 
nella necessitò di formare 1 ' equazione delle diffe- 
renze , per assicurarci se esistesse piò di una radice 
reale. Ma la costruzione precedente dimostra imme- 
diatamente che in realtà non vi è che una sola ra- 
dice reale. 

Serva di 3.® esempio l’equazione di 4 -*‘ grado 
x i — ax’-f 8 x — 3=0. . , . . (1) 

per la (piale , dalla sostituzione dei numeri interi 
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consecutivi , non si ottcrtgorto che due cangiamenti 
di segno. 

Facciamo x *==y.'. . . . (a)*, 

d’onde 2 j-+ 8 js— 3=>o, 

e addizionando queste due ultime equazioni, , . 

S+J? — 3y+8.r — 3 = o. . . . (3). 

Dalla costruzione delle equazioni (a) e (3) sopra 
li stessi assi, otteniamo : i.° la parabola LAI/ 

( fig. f 64 ) che ha i per parametro : a.* una 
circonferenza di cerchio AMM'G' , il di cui centro 

3 

ha per coordinate ( x =- — 4 > y«P— ed il raggio è 

= K(*6+|+3 )=ÌK"85=4»6* • • • - 

i . . 

Ma queste due curve non hanno evidentemente 
che due punti comuni M , M' , le di cui ascisse 
AP , AP' sono comprese , 1’ una ire 0 ed i , l’ al- 
tra fra — a e — 3. 

Infatti l’equazione (t) b stata formata dalla mol- 
tiplicazione dei due fattori ar’+ax+ 3 , x’+oiv— 
il primo de' quali , eguagliato a o , dà luogo a ra- 
dici imaginarie; ed il secondo ci dà jc = — i ±y~ a i 
Prendiamo per 3.° esempio 1’ equazione 


8x 5 — 6x — 1 = o (i) 

Sia (a) » 


diverrà la (t) 8 xy — 6*-ìi==o. (3). 

La costruzione dei luoghi geometrici espressi da 
queste due equazioni non presenta difficoltà alcuna* 
Ottiensi la parabola LAI/ ( fig. 167 ) e l’iper- 
bole (GMG' , ifyll' ) che ha per assiuloti 1' as^e 


Digitìzed Oy Googte 


38 * 

delle y , e poi una retta BE parallela all* asse del» 

3 

le x , e guidata ad una distanza AB = - ; di più 

4 

questa curva passa per . il punto q , per il quale ab- 


biamo /s= o , x a= — - . 

o 

* .* / 


Dalla situazione rispettiva di queste due curve ri- 
sali» i Iliacamente che i rami AML , GMG' hanno 
ini punto comune M la di cui ascissa è positiva. 

Ih quanto agli altri rami AmL' , HmH' , il loro 
avvicinamento nella parte prossima all’ origine A può 
dar luogo a qualche dubbio sopra il numero dei lo- 
ro punti d’ intersecazione; ma ecco un mezzo per 
far cessare ogni incertezza. 

Moltiplichiamo l’equazione 8 x 5 — 6x — t=o,pcr 
x ; ed avremo 1 ’ equazione di quarto grado 


8 x* — 6 ^’— x = o . . (i), 


( x = o sarà una radice estranea al quesito ). 
Facendo di nuovo- x =y t ne dedurremo la 


8j’ — — X —o , 

equazione di ima seconda ipcrltole il di cui primo 
asse è parallelo all* asse delle, x , ed è situato in 

3 

una disianza Al = — > attesa 1* equazione data 
o 


q 

jr=£±gV ( 8 x + 9 ). 

Si vede , inoltre , clic il vertice D ha per ascissa 

x = ' — ■_ , dedotta da 8 x-f- 9 =: 0 , e elio la curva 

passa per l’origine A, e perciò per, il punto B , 
dal quale abbiamo 
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Ora, è evidente che la parabola KDK' incontra 
la prima parabola LAL* in due punti m , M ; e 
poiché 1 ’ equazione 8x > — 6x — i = o , ha già due 
radici reali ; conviene necessariamente che ne abbia 
una terza corrispondente ad un punto n situato al- 
quanto a sinistra del punto A , e sopra 1* asse del- 
le x. 

La costruzione della terza curva' presenta un’altro 
vantaggio , quello cioè di determinare , in un mo- 
do più preciso , i punti cercati , poiché devono que- 
sti trovarsi negl* incontri delle tre curve 5 ma non 
dobbiamo ricorrerci se non quando cada dell’incer- 
tezza sulle intersecazioni. 

N. B. Tutte le volte che la proposta racchiuda 
radici eguali, verremo ad esserne avvertiti dal con- 
tatto delie curve , in uno o più punti ; ciò che ci 
fa supjiorre che siano state descritte con bastante 
esattezza. Ma si sa che i metodi d’ approssimazione 
dell’ spalisi non possono applicarsi ad una equazione 
di tale specie , e che canvien sempre incominciare 
coi ridurre la sua risoluzione a quella di uu’ altra 
equazione che abbia tutte le radici diverse. 

373 . I principj ora esposti per determinare il no- 
merò delle radici reali di una equazione numerica 
di terzo grado , o di quarto, sono anche applicabi- 
li alle equazioni di graido superiore; ma siamo con- 
dotti allora a costruzioni un poco più complicate. 

Sia , per esempio , l' equazione di 5.° grado. 

SC^— Sx'-^-2X— =» O • . . (jl). ■ 

Facciamo anche qui • • •• ( a ) » 

c la ( 1 ) diverrà y'x — — 4 — 0 ■ • • (3). 

Dopo di aver costruita la parabola LAL* , rap- 
presentata dalla (a), dedurremo dall’ equazione '(ó) 


384 


r== ^ ± Ì^“ &r ‘+ ,6jf+9) • ; • (4)* 


e, facendo — -8x* + j6x^<J=ì=o , d x' — ixs=- , 

8 


Otterremo per x due valori x=i , 4 > e d #=— o,4 
prossimi di o , i , i quali ( § a3a ) rappresentano! 
> limiti delia curva, nel senso delle x positive é 
delle x negative ; cioè , se si prendono sopra AX 
due parti aD = a, 4* AD' i_“ o, 4» ( fìg* »(>8 ), 
la curva resta compresa del tutto fra le parallele 
DG , D'G*. 

x Ad oggetto di ottenere i punti ove la curva tocca 
i suoi due limiti, basta introdurre , nella parte ra- 
zionale della espressione (4), i valori x=a , 4 cd 
— o , 4 » ciò che ci dà 

3 3o 5 3 i5 

- r= p = fs = a =DE ’ • =D ' E ' 


o,8 4 

Diamo adesso ad x Valori intermediari. 

* . ; 3*3 

Sia prima jc=o | e la (4) diviene yss ~ ~ * 


onde 


remo 


1 ^®, f 


b 

O ■ ,*">J 

Per sapere cosa significhi l’ultimo risultata , ri-» 
prendiamo la (3)i e facciamovi x=o j enededur- 

4 * . 

Si vede di qii\ che la Ctirva incontra 1’ asse delle 

• 4 

y ad una distanza AH=*= — — . 

In quanto al risultato y t convieu supporre 
che lo stesso asse serta di assintoto alia curva che 
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si sà esscreindelbita nel senso delle j , poiché 1’ e - 

quaiiooe(3) è di primo grado inx. Ed infatti, dal 

risolvere questa ^equazione riguardo ad x, otteniamo 

v' ~ 3 J+4 3/4 V „ rr ' J '" ' 

xc=sr — — — — ■ q — < -J- ecc. ; 

r+* y y . 

valore che riducesi a o supponendo y positivo e 
negativo , ma maggiore di qualunque altro numero 
dato. , t ... 

Sia. adesso x=i ; 1’ equazione (4) ci darà 

X * T, ? #« 


y : 


a a / 




approssimativamente , y— 3- ed y= 1 - 

a J a ’ 

•' .. . "> 

ciò che ci dà BN o BN' per due coordinale della 
curva. 

' . -i •' > » . • 

3 

Sia ancora x=a , otterremo y=a~ , ed y=o. • • 
Perciò passa la curva per i punii C e C 1 che ci 


danDo 


.GV.tàZ 

a 


Bastano i punti ora determinati per dare un’ idea 
del corso della curva corrispondente alla equazione 
(3), , venendo esattamente rappresentata da 
E'HN'CECN . . , . 

L' inferior parte bensì CN'HE' ... non merita 
alcun riguardo per l’oggetto che ci proponiamo. 
Inquanto poi alla parto' superiore CEC'Pf f Kt jà ve 
de che essa non può avere che un sòl ponto comu- 
ne con la parabola . LAL’ \ e che , avendo questo 
punto M un’ascissa compresa fra i ,e a , perciò la 
(i) non ha che una sola radice naie positiva* 
Non ha poi radici reali negative pqrqbe la 
T* r. 2 & 


I 


/ 


_ = ci f„ conoscere che ai valori positivi di 

x f '+2 ; ‘ 1 ■' 

y corrispondono sempre valori positivi di x- Cosi- 
chè la seconda curva non pttò incontrare la puma 


nelP angolo YAX*. ' . ,. 

Osseneremo ancora che , attesa la forma indicala 
per la seconda curva, ona linea retta non può in* 
contrarla che al piò in tre punti; come dev essere, 
poiché la sua equaiione è di terzo grado. 

Concluderemo da ciò che Precede che 1 equazione 
proposta non ha che una sola radice reale. 

373. Serva per altroesempiorequazionedi 6 .gr*. 


x* — — x — 2 *=o • • • (0 > 


ove , invece di fare *’==y per ottenere un equazione 
di 3.* grado in * éd yche non cesserebbe eh essere 
difficile a costruirsi , potremo fare 

... \ ■. r. tiy • * * *• i 


e l’equazione (») diverrà 

jr*— axy-j-iy •^•3x , -~X—2&zO • ' ' 

Il luogo geometrico delta •»)'* una curva di 3 :- 
evado ; ma di semplicissima costruzione. 

* Osserveremo prima chè s , avendo 1 valori di ar e 
di y necessariamente Io slesso segno(fig. 167), attesa 
la natura della equazione la curva deve estendersi in- 
finitamente a destra dell'asse della / , ma sopra 
l’asse dèlie x ; poi a smisti* dell’asse delle y, ma 

sotto r aste delle a*- VV ' A 1 

In oltre, poiché la sostituzione di —a:, —y in- 
vece di +x, -fr^nòn cangia l’equaziohe , rie sie- 
eue ( C 345 ) che 1 * origine delle coordinate ( che 
trovasi sopra la curva, poiché :r=o , y=» 1 yer *- 
ficano r equazióne ) «a nel tempo stesso il centro 

di questa curva. . . . , „ 

Si può anche , col risolvere il problema delle 
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tingenti con il metodo generale esposto n. a 6 a , 
riconoscere che 1 * asse delie x è una tangente nel 

! muto A ; ma ciò non si richiede dal nostro scopo. 
Per potere adesfo, delineata la curva , 1 tasterà dare 
ad x qualche valore o positivo o negativo. 


•avj* tTOV» 


x***±l tt •' *>*.%.. ,/s= x l » , „ 

• • *** *3 u '- ì y • iV] .- 3 

i.. ■- tVlPST*— *, ». J^rrr ^ r i 

2 , O O 

j ■ •'» i * »'• • ■. , , 

. . .«si •,! . 

• • 1 «VAnH-'d • > f •(.; /■ •* . 

- Passa dunque la curva, per i ponti ( N, a ), 
( M' , »* ), ( N\n“ ed ha la forma 

»''■ n' n A N N' N M • • • .7 . 

Si scorge ancona., dalla natura dei valori di y 
corrispondenti ai valori di x , che la curva', par- 
tendo da x— 1 , s’ innalza, rapidamente sopra l’asso 
delle x- 

Occupiamoci adesso della equazione (3). Bisolvem» 
dola riguardo ad y , troveremo r ’•••» 

y=x—t±y-( _*xw+3 ) ; 

d* nude ;iegue che la curva è un’ ellisse , che ha 
per uno de’ suoi diametri , y‘z=? X-r-i \ » DD*. , 

* I suoi limiti .dedotti da — ax , T-«“f3^o , onde 

~ ' - - •— x ... 

x=i , x= — , sono rappresentati da DL, C'D', 

• dopo di aver determinato i suoi punti d’ in terre - 

cazione con gli asii , come anche jl diametro 11 ' , 
conjngato dei diametro DD' , come si è veduta ( § 
$\»3i , a33 ) » si ottiene la curva DID'i'D , che 
aen ha evidentemente che due punti comuni con la. 
prima curva. 

£ perciò, t equazione proposta non ha che due ea- 
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dici reali , una positiva e compresa fra o ed i , 
negativa l’altra c compresa fra — o e' ■ — a- 

Potrà servire di esercizio la x 5 — •4x ì +5x — b=o 
( fig- 1 7 ^ ) ; facendo x'=y , onde 

r’x — 4 rx + 5x — b—o , 

si verrcLbe a conoscere che F equazione non ha an 
che qui che una radice reale- 

Non ci tratteremo di più sopra questo metodo di 
discoprire il numero delle radici reali di una equa* 
zione numerica , metodo che ci sembra preferibile 
a quello della formazione delle equazioni delle dif- 
ferenze , poiché si applica facilmente a qualunque 
equazione che non sorpassi il quarto grado; mentre 
che la determinazione delle equazioni -delie differen- 
ze anche per un’ equazione di quarto grado , c’in- 
volge in calcoli quasi impraticabili. ■ 

aq5. Osservazione. L’ equazione yc^x 1 , addotta 
nel precedente esempio , è un caso particolare della 

jr=a+bx+ ex* + <&*:*+ ex* +fx s -\- . . , la qua- 

le , costruita con tutti i valori che possono attribuir- 
si alle costanti a , b , c , d , . • - • , e secondo il 
rango o grado del termine nel quale si fa arrestare 
il secondo membro di questa equazione, ci pre- 
senta due luoghi geometrici noti con il nome di 
curve paraboliche. , 

Non prendendo che i soli tre primi termini del 
secondo membro , avremo l’ equazione 

/ = a+bx+cx‘ . 

che appartiene alla parabela ordinaria.; i suoi ass- 
principali sono paralleli agli assi coordinati ( sup- 
posti rettangolari )• 

L’equazione yrzsa+bx+cx'+dx* , ci dà le pa- 
rabole di terzo grado ; cosichè , il luogo geome- 
trico dell’ equazione ^=x J , è una specie particolare 
di parabola cubica » c così in seguito^ 
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I«€ftf>metri si s onó ancóra approfittati della co- 
slru&tflè di queste curye , e per determinare appros- 
simativamente le radici delle equazioni numerica ad 
una <sola incognita, e perispegare i fondamenti prin- 
cipili della loro risoluzione- Ma i limiti richiesti da 
questo 'trattato , già a bastanza esteso , non ci per- 
mettono di introdurci in questi nuovi dettagli , che 
si trovano altronde assai bene esposti nell’ Algebra 
di Garnie ( volume.)* , <ir . 
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